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RÉSUMÉS ANALYTIQUES 



J\o 



i^e^kiôôeMMiM^^ 



I j expérience de renseignement m^a prouve qu'on peut simplifier encore 
sur plusieurs points l'étude de l'analyse. D'autre part des recherches appro- 
fondies sur différentes branches des sciences mathématiques m'ont conduit 
à des résultats nouveaux et à de nouvelles méthodes qui foumisseut la so- 
lution d'un grand nombre de questions diverses. Déjà quelques unes de 
ces méthodes se trouvent indiquées dans des notes que renferme le bulletin 
des sciences , et présentées avec plus d'étendue dans les deux mémoires 
litographiés en i83i et i833. En attendant que je puisse donner à ces 
matières de plus amples développements par la publication de traités 
spéciaux ou la reprise des Exercices de mathématiques; j'ai pensé qu'une 
série d'articles destinés à offrir le résumé des théories les plus importantes 
de l'analyse^ soit anciennes soit nouvelles^ particulièrement des théories 
qu^embrasse l'analyse algébrique^ et des méthodes qui en rendent l'expo- 
sition plus ËBLcile^ pourrait intéresser les géomètres et ceux qui s'adonnent à 
la culture des sciences. Tel est le but que je me propose dans le présent 
ouvrage qui paraîtra par cahiers à des époques plus ou moins rapprochées 
les unes des autres^ suivant le plus ou moins de temps que les circonstances 
me permettront d'y consacrer. 



RÉSUMÉS ANALYTIQUES 



§ I.** &êr Us nombres figurés. 

Dësignoi» par (m)» 1er nombre des produits qu'on peut former avec m lettres a^ h^c ,... 
combinées n ^ n. Parmi ces produits , le nombre de ceux ((ùi renfermeront lâ lettre a 
sera évidemment 

■ ■ 

{m — 1)„-, , 



et le ùômbre dé ceux qui .renfermeront seulement \e% m«— i autres lettres h^ c, etc 
sera 

On aura donc 



t r 



(0 (m)„s=(m— i)«-^(/n— 1%-,. 

De plus, si Ton forme i«<* les produits qui renferment la lettre Uj et dont le nombre 
est (//»— •i)n-i; 2.0 les prodmts qui renferment la lettre b^ et dont le nombre est en- 
core (m — • I )ii., , etc. ... on obtiendra en tout 

... ; 

m{m — 1)„-, 

produits. Mais en opérant de cette manière on obtiendra n fois chaque produit. Car , si 
n =3 par exemple , le produit abc sera compris et parmi ceux qui renferment la lettre a^ 
et parmi ceux qui renferment la lettre b^ et parmi ceux qui renferment la lettre c. Donc 

u 
Observons enfin qu'on, aura évidemment 
(3) (/it),=w, 

et qu^à chaque produit formé avec n lettres prises dans la suite a^ bj c ...^ correspond 
un seul produit formé aY«c les i»—» n lettres restantes ; d'où il suit qu'on trouvera gé« 

néralement 

... 

(4) <m)««(»»s)w.«. . 



(6) 

Si au nombre m , qui doit toujours être égal ou supérieur & /i, on attribue suctessi- 
vement les valeurs 

l'expression im)n engendrera la suite des nombres 

(/i)»=i, (/i-#-i)« = (/t-|.i), = ii-|.i, (»-i-2)«, (n-i-3)«, etc. 

qu'on appelle les nombres ^/%ur^ de l'ordre n • Ceux du premier ordre seront, en yerti 
de la formule (3), les nombres naturels 



I, a, 3, 4, 



> 



et généralement ceux du premier, du second, du troisième ordre , etc. composeront la 

seconde , la troisième, la quatrième lignes horizontales du triangle arithmétique de 

Pascal, savoir, 

I, W-, (3)., (4)., (5)., (6)., (7)., (8)., 

I, (3)., (4)*, (5)*, (6)», (7)*, (8)., 

h (4)3, (5)3, (6)3, (7)3, (8)3, 

I> (5)4, (6)4» (7)4» (8)4, .-w 
Il (6)5, (7)5, (8)5...... 

I y {1)67 (8)6, 

', (8)7, 

I 

ou 

I, I, I, I, I, I, I, I, I, •••.. 

1,2,3,4,5,6,7, 8, 

I , 3 , 6 , 10 , i5 , ai , 28 , 

I , 4 , i<> , ^o , 35 , 56 , 

I , 5 , i5, 35 , 70 , 

I , 6 , ai , 56 , 

I , 7 , ao , *•••• 
i, 8, 

I 



, 



Dans ce tableau , les termes de la première suite sont tous égaux à l'unité. De plus , 
le premier terme de chaque nouvelle suite , équivalent lui même à l'unité , est avancé 
d'un rang vers la droite par rapport au premier terme de la suite précédente; et chaque 
nouveau terme d'une smte quelconque est, en vertu de la formule (1), la somme qu'on 
obtient lorsqu'on ajoute au terme précédent de I4 même suite le nombre qui se troojre 



(7) 
immédiatement au-dessus. Il en résulte que le w^^ terme de la suite des nomlnres figurés 
de Tordre m -«- x est la somme des n premiers nombres figurés de Tordre n». On a donc 

(5) I -♦- ( m -♦- I )w -H ( w» -H a )w -H ... -♦- ( w -♦- n — I )m = ( I» -♦- n^w + f • 
Au reste la formule (5) peut-être déduite inunédiatement de la formule (i). 
De la formule (a) on tire successiyement 

(w), = -2.(iii — i),.,, (/u—i )^., = --J!^(w— a),,», etc. 

Il • ri ^^ I 

et par suite 

^ mm — im — a in«»(n— -i) 

^ *' w/i— in — a n— .(/i— i) 

ou 

m (m — I ) ... (m — n -♦* I ) 
(7) . I .? n. 

• ■ 

Cela posé , la formule (5) donnera 

itt\ . If». ^ .\^ (m -h I) (m -♦■ a) n(n-n)...(n-nn— Q _ w(if»*i )...(n-f>m) 

i.a i.a m i.a (m-^^i) 

Ainsi ^ en particulier 

(q) I •♦- a •♦- 3 -h .. -h n =s— i ^ 

^ a 



I i ^ I 



(,o) , -H 3 -♦- 6 -♦-. .. -h ^ = , 

f \ ,^A^.^^ . n(n-«-i)(yf«-a) _ n(n-hi)(yt-ha)(n-«-3) 



a. 3 a • 3 . 4 



etc. 



En vertu de Téquation (9)^ les sommes des n premiers termes des progressons arithmétiques 

o, I , a, 3, (n_i), 

a, a '^b y a -H a& , a-f- (n— 1)6, 



f 8e ) 

sêrotit respectivement ^ 

(12) o-#-i -«-2-«-...-«-(n— -i)= — ^ ' 

et .. • . •.•■.■;• :./-..• 

(i3) na^lir^2'^..^(n—i)']b::zna'^^i-f^:^ . 

Le second membre de la formule (12) ou (i3) est le produit de r par la demi-sommi 
du premier et du dernier terme de la progression que l'on considère. 

Si l'on indique la somme des i» premiers termes d'une suite par la lettre S placée devani 
le n^ terme, les équations (9), (10), (11) pourront s'écrire comme il suit: 



S(n) = "("-*-'^ 



y 



(«4) 



H — ï — )- TT- 






g / n(n -*- I ) (/i-»*a) \ _ n{n ■♦- i ) ( n hh 2 ) (n 
\ 2.3 / 2.3.4 



3) 



etc. 
et Ton en oondura 



2 



q r» / » ^ , M -. /t(n-h i)(n-t-2) 



(i5) J oLii^7i-#. I ; j=r 

n(n-#-. i)(n-i-2)(n-f'3) 



SCn(n-#- i)(Fi-h2)] 



i*«HMaM 



etc. 



Si des boulets de même diamètre sont distribuée , dans plusieurs couches superposées 
de manière à figurer ime pyramide triangulaire , et dans chaque couche , sur plusieui 
files parallèles , de manière à figurer un triangle équilatéral, le nombre des boulets com 
pris dans ime couche tiiangulaire , ou dans la pyramide , se trouvera déterminé par 1 
formule (9) ou (10), et sera ce qu'on nommé un nombre triahgùldiré ou un nombr 
pjrranUdaL Donc les nombres triangulaires et pyramidaui se confondent ayec les nombre 
figurés du second et du troisième ordse. 



(9)' 

§. a. Développement du produit de plusieurs binômes , 6u d?une puissance entière et 
positive de Vun d^ entre eux ; théorème de Fermât sur les nombres premiers. 

Considérons m binômes ditférenti , de la forme 



X ^ Uf X ^ b y X '^ c j 



En les multipliant Tun par l'autre, on aura 

(i) (x -♦• a) (x -♦• ft) (x •♦- c) ..=a:'» -♦- (tf -H ft -I- c •♦- ..)x^'* -f- {ab -f- ac .. -f- bc .,)x'^'^ 



-abc 



De plus , en posant 



on trouvera 



a = 6 =: c = y 

â -«- 6 -4- c ••• = ma =: ( /n )i â , 

■ • V ■ 

I 

afr -f- oc -f- ••• -f- bc •• = {m)% a* y 

«te. 

abc ' sz a^. 

• • • « 

Donc par suite 

(2) ( X -♦- a )~ = x» -♦- (m), <Kr»-' -i- (m), a* x»-» -♦- -h a*». 

Dans le second membre de Inéquation (a), les coefficients des £yerses puissances de x 
et de ay savoir, 

I, (m),, (m%, ... (m)a, (m),, ï 

sont précisément les nombres qui composent' la {jn -»- i)^* colonne verticale du triangle 
arithmétique de. Pascal , et le coejl&cient de 

a»-» y ou de . a* or"*-* 

est 

■ • _ • I 

(4) (111)».=: (/»),„-„, 

ou 9 en vertu dà laiormiile (7) du § ;i..*^ , 

-^ ii>(m — i) ... (m — !!■♦■ i) _ m (m — » 1 ) ... ( n ■♦■ i ) 

i«2..»ii •"* z.dM. (m— >n) 



;• 



( 10 ) 

On peut s'assurer que les fractions contenues dans ks deux membres de la formule (5) 
sont égales en les réduisant au même dénominateort 

Si l'on pose successiTcmént 

m = a^ fms 3f msz ^^ mss S ^ etc* 



• 0*M 



on trouvera, en prenant pour coefficients les divers tenues des colonnes verticales du triangle 
arithmétique , 

(x «4- tf )' = x' «4- 3ax* «4- 3a^x «4- a' , 

(a:-i-tf)5 = x^-4- 5ax4 -♦- ioa*x' -i- ioa'x*-i-5a4x -i-a*, 
etc. 

Lorsque , dans la formule (a) , on pose ^ = i , elle donne 

(6) ( X -I- I )*» = x"» «4- (w)i X»-» -4- ( m }s x»-* «4- ... •4- I . 
Si Ton fait Se plus x = i , on trouvera 

(7) a»» = I -I- ( m ), -I- ( m )*-♦-.•. -4- (m )» -♦- (m), -h i . 

Donc les divers coefficients, dont le nombre est m -4- i, foimûssent une sonmie égale 
à 2"*. Lorsque m est un nombre premier, tou3 les termes ,de la siiite contenue dans le 
second membre de la formule (7) sont, à l'exception du premier et du dernier, des mul^ 
tiples de m. Donc alors a*^, divisé par m^ donne a pour reste. Dans le même cas, n étant 
un nombre entier quelconque , 

• '. • ■ • ■ 

divisé par m , donne, en vertu de la formule (6j, le même reite que n"* -«- î 9 et par suite 

(11 -4- I )*»-ii(ii ^ i ) 
donne le même reste que 

Donc a*» — « a étant divisible par m , on poutra en dire autant de* 3** •— * 3 , pus de 
4m «. 4, etc. ••• et généralement de 



C " ) 

DonC) si n n'est pas divisible par le nombre premier m^ n^*^ divisé par ni donnera Tunité rtjy ^^ ^^L^jUac^iX^ 
pour reste; ce qui constitue le théorème de Fermât sur les nombres premiers. ^^^^ À.ÛAjm^ 

Lorsque dans l'équation (i) on remplace dr, b^ c^ ••• par-— ii^ ~"^9 ««c , ... on en tire 

(7) (x— »a) (a:»— 6) (x— «-c ) ^. =ar» '^ Ai x»»-» •4- A%3^'^ •♦? ... •♦• Amy 
les râleurs de Ag^ A%y ••• Am étant 

Al s: -^ (a «4- fr -1- c -4- ... ) 

i^a = a6 -4- oc -f- ... -f- &c -4- 

(8) ^ 

etc. 

Ant = ( — I )"» abc ... = ± a6c 



§ 3. Des variables et des fonctions en général; et en particulier des fonctions entières 
d*une seule variable. Relations qid existent entre les coefficients des puissances 
entières et positives dHun binôme. 

On nomme quantité variable celle que Ton considère comme devant recevoir succes- 
sivement plusieurs valeurs différentes les unes des autres. On appelle au contraire quan- 
tité constante toute quantité qui reçoit une valeur fixe et déterminée. Lorsque les valeurs 
successivement attribuées à une même variable s'approcbent indéfiniment d'une valeur 
fixe , de manière à finir par en différer aussi peu que l'on voudra , cette dernière est 
appellée la limite de toutes les autres. Ainsi par exeniple, la surface du cercle est la limite 
vers laquelle convergent les surfaces des polygones réguliers inscrits, tandisque le nombre 
de leur cotés croit de plus en plus , etc. ... 

Lorsque les valeurs numériques successives d'une même variable décroissent indéfiniment 
dernière k s'abip^ser au-dessous de tout nombre donné, cette variable devient ce qu'on 
nomme un infinimeni petit y ou une 4)uaniité infiniment petite. Une variable; de cette espèce 
a zéro pour limite. 

Lorsque les valeurs numériques successives d'une même variable croissent de plus en 
plus j de mamère à s'élever au-dessus de tout nombre donné , on dit que cette variable 
a pour . limite Vit^ni positif ^ indiqué par . le signe 00 ,. s'il a'agit .d'une variable positive , 
et. V infini néga^f iaià\xiné par ki notatic» «-- *^ , s'il «'agit d'une variable négative. 
' Lorsque. deii'.^afin^tés .variables sont tellement liées entre eUes que , la valeur de Tune 
d'eU^^ (^tjMA il$mée9..on puisse ei;^ condure Vea Yaleur^ de toutes left autres , 011 conçoit 



« 



* r«i7 • 

d'ordinaire ces '^Urenes quantités exprimées au moym ttvi^niiè d'entre eBés qui'pNiri 
alors le nom de variable ùuiépendéuiU^ etletMjjtttk': ipin^té^^ e^ su mtiyen il 

la Tarîable indépendante , sont ce qu'on appelle des fonctions de cette Tariable. 

Lorsque des quantités variables sont tellement' liées .entre elles. «^e» 1^. TJ^I^Wi.:^ 
quelques-unes d'entre elles étant données , on puisse en conclure les valeurs de toatei 
les autres, on conçoit ces diverses quantités exprimées- - an moyMi de jdusieun d'entte 
elles qui prennent alors le nom de variables indépendantes , et les quantités restantes, 
exprimées au moyen des variables indépendantes , ^BOdt^ oé qu'on. appdlevdes;/McCiaM 
de ces mêmes variables. 

Les diverses expressions que fournissent ralgèlH*è fet la irigonopétrie , lorsqu'elles ren- 
ferment des variables considérées comme indépendantes , ^ont aidant de fonctions de ces 
mêmes variables. Ainsi, par exemple ~ - 



ax , x"» , A^ , L ( X ) , 



sont des fonctions de la variable x -, 



X -^ y , xy y ocyz 



sont des fonctions des variables x\ y' ou x ^ y et z , 



Lorsque des fonctions d'une ou de plusieurs ' variables sie trouvent^ comme dans les 
exemples précédents , immédiatement exprimées au naoyen de ces mêmes variables, elks 
sont nommées yb/tctib/tf explicites. Mais lorsqii'on^ donne seulement W rélaâ^^ etttife les 
fonctions et les variables, c'est-à-diré les éqùaàons auxquelles ces quàntîîèà ddiVént satis- 
faire, tant que ces équations ne sont pas résolues algébriquement, leis -fonctions,' ii'étan(t pas 
exprimées inimédiateniient au moyen des variables, sont appelléés fonctions ifàpticiiès. Pour 
les rendre explicites , il suffit de résoudre , lorsque cela se peut , les éqjuâlSôns qui les 
déterminent. Par exemple , y étant une fonction implicite de x déterminée par TéqualMB 

h{yy^x, ■ . • • ' • ■ 

• " ' ■ ■ ■ " I ■ • 

• .-. :; ... > :■". . . .• .' 

■ • • ■ 

si l'on nomme A la base du système de Ic^ariâimés que Pott 'ébiisidère , la ihêîbe finiiftioi | 
devenue expHdtë par la résolution de Pâjuation dosn^'^séni: -' . ^ '^'•' 



y^ A' . '■■■ "-■'■'-?'- 



-,■.«.. 






. I 

Y. . 'jI' 






Soit maintenant y une fonction de â^, qui, pour ehaqu^ Vlieur de A'-HMniiécËciif 
entre deux limites données, admette constamment une valéui^ ^mique et &9e« Xdt jfCmefibii/ 
sera continue par rapport à x entre les limités données y nr tnitre ces thmtos'wê acer^* 
semèni infiniment petit de la i>ariable':t produit tOî^'onrs îmrOccrùissemtni'S n/SàùH efH pOk 



(!3> 

de Ia/o9èeil0n tA-ffUme. On dît encoxe fii« la fottcûùa jr est^ dani le voisinage d'une 
vAbur {wrticttUére alIrShiée à jla yariable Xp fenctlan continue de celte yariable ^ toutes 
les fois qu'elle est continue entre deux liadtea de or,, même trèf-rdpprochées , qvi ren* 
ferment la vakur doif t il s'agid. • 

Enfin y lorsqu'une fonction cesse d'être contiaae dans le voisinage d'une r^eur parti-» 
culiére de la yariable x , on dit qu'elle deyient alors discontinue^ et qu'il y a, pour cette 
valeur particulière , solution de- continuités 

D'après ces définitions y A étant un nombre et a une quantité constante y chacune des 
lihicliotis- ■ 

a -^ X , a-^^X y aX^y — y X^y A^ y L{x) 

sera continue dans le voisinage d'une valeur finie attribuée à la yariable Xy si cette valeur 
se trouve comprise f pour les fenetion» 

a '^^ X y a ^ Xy ax ,- y^-* y 

entre les limites ^ âi ^— ^ y x z= oe -, pour la fonction 



i: , .. :.. 



entre les limites j: = ---.oo^ xc o , ou bien entre les limites x s o , jcs oo •, enfin, 
pour les foni;tioas 

x" , L (x) 

entre les limites x = o , x = oo . La fonction — devient discontinue pour x = o . 

n semble qu'on devrait nommer fonctions algébritjues toutes celles que fournissent les 
opérations de l'algèbre. Maïs on a réservé particulièrement ce nom à celles que l'on 
forme en n'employant que les premiers opérations algébriques y savoir y l'addition et la 
soustraction, la multiplication et la division, enfin l'élévation à des puissances fixes; et, 
dès qu'une fonction renferme des exposants variables ou des logarithmes, elle prend le 
nom de fonction exponentielle ou logarithmique. 

Les fonctions que l'on nomme algébriques se divisent en fonctions rationnelles et fon- 
ctions irrationnelles. Les fonctions rationnelles sont ceUes dans lesquelles la yariable ne 
se trouve élevée qu'à de^ puissances entières. On appelle en particulier ybnclib/t entière 
tout polynôme qui ne renferme que des puissances entières de la yariable et fonction 
fractionnaire ou fraction rationnelle le quotient de deux semblables poljrnomes. Le degré 
d'une fonction entière est l'exposant de la plus haute puissance de x dans cette même 
fonction. La fonction entière du premier degré s'appelle aussi fonction linéaire , parceqtie 



(i4) 

dans l'application ii la g&)iiiétrie on s^en sert pour représenter Tordonnée d'une ligne dit>ite. 
Toute fonction entière ou fractionnaire est par cela même rationnelle, et toute «utit 
espèce de fonctions algébriques est irrationnelle. 

Les définitions précédentes étant admises , considérons une fonction entière ie se du 
degré m, c'est-à-dire un polynôme de la forme 

(l) P=zAoX^ -^A.X^'^ -H -^Jm^tX-^Jm' 

Sif dans ce polynôme, on pose x=a-f-s,il se changera en une fonction entière des, 
de sorte qu'on aura , quel que soit z , 

= CoZ»^ -I- Ciz»»-» -I- Ciz"»-» H- H- C«,-, z -H C«, 

et par conséquent , quel que soit x , 

= Co(x— a)«» -i-C, (x— a)«»-« -I- Ca(x — «)*«-»... H-C^.,(jr— ^)-hC«; 



le coei&cicnt Co étant précisément * égal à Jo • Donc , tout polynôme ordonné , suivant 
les puissances descendantes et entières de x peut être transformé en un autre polynôme 
ordonné suivant les puissances descendantes et entières de x-^ a • 

Lorsque le polynôme (i) est algébriquement divisible par un facteur du premier degré 
et de la forme x— a, c'est-à-dire lorsqu'on a 

P szAoX'^ -f- //, x»»-» -I- ••• -I- An^iX '^ An^zzix-^a) Qj 

Q désignant une nouvelle fonction entière du degré m— i , il est dair que ce polynôme 
s'évanouit pour xsza \ en d'autres termes x sza est une racine de l'équation 

(3) ^oX~ -I- ^, T^-» -I- ... «4- y^m-i a?.-4- -<^m = . 

Réciproquement, lorsque a est une racine de l'équation (3) , Cm se réduit nécessairement 
à séix) dons le second membre de la formule (a) , et cette formule donne 

= (x — a) [Co(x — «)*•-« -1- C,(X — tf )«-»-H ... -H G».,] ; 

donc alors le polynôme (i) est divisible par x— -a , ou de la forme 
(5} />=(x — a)Q. 



( i5) 

Si b désigne une seconde ndne de Téqnation (8)9 b étant différent de a , alors en posant 
xszb on fera évanouir le produit P = ( x -— a ) Q et par conséquent le polynôme Q , 
puisque X— «a ne s'éranouira pas pour a: = 6. On aura donc encore 

et par suite 

P=(x— tf)(ar— 6)/l, 

R désignant un polynôme du degré m— a , etc. ... En continuant ainsi on prouvera que^ 
si l'équation (3) admet m racines distinctes 



^> *> ^> 

le polynôme P sera le produit des facteurs 



par une fonction entière du degré zéro, c'est-à-dire par un coefficient constant qui ne 
pourra différer de y^o î en sorte qu'on aura 



(6) /> = /^o(x— .tf )(ar — 6)(ar— c) 



Donc alors Téquation (3) pourra-être présentée sous la forme 

(7) ^o(a: — a) (a: — 6 ) (a: — c) =0 . 

Le premier membre de l'équation (7) ne pouvant s'évanouir qu'avec l'un des facteurs 

•r—»<s , X— "éj X— "Cj ••••• 

il en résulte que l'équation (3) du degré m ne saurait admettre plus de m racines distinctes» 
Soit maintenant 

(8) BoX^-^ B, x^'^ -«. ^ Bm^iX^B^ 

une nouvelle fonction entière de x d'un degré ou égal ou inférieur k m ^ Bo pouvant 
être nul. Si cette nouvelle fonction devient égale à la première pour plus de m valeurs 
distinctes de x, on aura nécessairement 

Bq :sz Ao > Bt ^ At j ••••• Bm î= ^m • 

Car dans le cas contraire, la différence entre les fonctions (i) et (8) se réduisant à zéro, 
pour plus de m valeurs distinctes de x, Téquation 



(16) 
«émit iine «quati»n 4» d^fté m <fù «clmettrak fins de m r^cù^pf 1,-4^ ^ ^ \a)) 
Pa peut donc éaoïicer la profiQ$itipa 8ui?jEuite« _ .^v*; 

i/'^ Théorème. Si dçwr /onçtioMâ efUilkres -4e U^\)ariaUe ço dwiennenf^ igûJ^./H 
nombre de valeurs de cette variable supérieur au degré de chacune de ces fonction 
coefficients des puissances semblables de x seront les mêmes dans les deux fonction 
il s^agit. 

On en déduit comme corollaires ces antres théorèmes* 

2.® Théorème. Dans deux fonctions entières de x ^ les coefficients des puissancet 
Mdbles de x sont les mêmes , lorsque -ces deux fonctions sont égales , gitel que so 

3.*^ Théorème. Dans deux fonctions entières de Xj les coefficients des puissances semi 
de X sont les mêmes , lorsque ces fonctions deviennent égales pour toutes les valeiêi 
iières de la variable x, ou même pour toutes Us valeurs entières qui surpassent i 
mite donnée, 

4-* Théorème. Dans deux fonctions entières de plusieurs variables x , y ^ Zy • 

coefficients des produits des puissances semblables de Xy y y Zy sont les mêmesy L 

ces fonctions deviennent égales pour des valeurs quelconques des variables, 

5.^ Théorème. Si deux fonctions entières de plusieurs variables XyjTy z, devi 

égales pour des valeurs entières quelconques, de Xy y y Zy ou même pour tou 

valeurs entières qui surpassent des limites données y les produits des puissances semi 

de X y y y z, offriront les mêmes coefficients dans ces deux fonctions qui pai 

seront identiquement égales y quelles que soient les valeurs attribuées à x y y y z , . 

Pour montrer une application de ces théorèmes y multiplions Fune par l'autre le^ 
fonctions entières 

(i -I- «•)*=: I -f. (A:),x-f- (A)aa:» -H ..... -f- (A:)*^, ar^-« H- j:»* , 
(I ^xy = i -♦- (0« ^ -*■ (Oi-^ ^ -H (/>/., x'-' * X' y 

k y l étant deux nombres entiers quelconques. On tiouvera pour produit, en faisant 
abréger , k -♦- Z = /i , 

(9) ( I -Hcr )»•» I •♦-'^1 oc -♦- ;4»x* -f- -♦- ^„-iar»-» -♦-ar«, 

le coefficient de x"* étant, dans le second membre de la formule (9) , 

D'ailleurs on aura encore 

(11) -{i -Hx)?»^ I H- {n)i.x H* in)^x^'Hr.^. •+• »*.i;r«-^' ^ x» , 






(n)i» = (Aï -I- /)m ; 



I 



...•-—— ---H - -- ...^— ------ "^ '.t 

et ptu8<}u'en rertU' du théprême i ,' leséoff^tents-de-*'» dans lëè seconds Éiembr^s des 
formules (9) ^t (11) devront être égaux entre eux 9 on aura nécessaire;nent 



I 



(la) ■ (* 4- 0» ='(*)m ■*- (A)»-. \l).'-t- ' H- ('A),(n».-.'+ (0»', 

ou , ce qui revient au même j 

1.2 m "" 



• I 



(l3) < ■ -4- ; ;^ *-*- 7 5T — • .-*- etc. 

^ ' * i . 2 ... m 1.2... (m — i) I 1.2... (/n — 3) i .2 

- -..■---■.,■!-■■ .. 

^(A:— i) /(/— !)..(/— w.^3) J^ /(/— i)..(/— m-fr-2 ) /(/— 1)..(/— m-f>i) 
1.2 I . 2...(/n — a) 1 * 1.2... (/yj— i) i . 2 ... m 



4 ■ 



Enfin , cette dernière formule, devant subsister pour toutes }e8 vMeurs entières de i ejt 
de / qui surpassent le nombre m y continuera de subsister, en vertu du théorème 5, quand 
on y remplacera les nombres entiers k , 4, .par d(cs quantités quelconques x , y. On aura 
donc , quels que soient jt et ^ ' - " 



I . 2 m 



. x(jr— i)..(a:— m^i) ar(jr— i)..(a:— /n-*-2) ^ a:(jr.««i),,(j^«^iit ^3)^(^'î-*i.) 
^ I . 2 ... m 1.2... (m— i) I 1.2... (/n— 3) i . 2 

_^ ^(^— O^Cr— 0"Cr— ^*^3) ^ x y{y—\)..{y^m ^i^ ^ Mj^— i)..Cr--#n-«-o 
1.2 1 . 2 ... (m— 2) I 1.2... (m— 1) I . 2 ... /n 

Si, dans la formule (i4) j on remplace x par — x et ^ par — ^ , ou bien encore y par 
— ^ , sans remplacer en même temps x par — - a* , on obtiendra les suivantes 

{X'^y){x^y^\) ..... (y-i-^-i-m— 1) _ 

I .-» m. 

3r(X'fr- i)..(3r-i* m — 1) a:(3:-M)..(y-i«/n— 2) j^ ar(x-i-i)..(x-*-m— 3)j^(^-*-i) ^ 
1 .^ ....M'» /7» ji . 2 ... (/»i-^ij I 1.2. ..(m— 3) 1.2 



(i5) 



•*• 



•*• 



1.2 1 • 2 ... (m— *3J. . -. 1 .a • 2 ••• (m— -i) i • 2 ... m 



(i8) 

I • 2 ••••• m 

I i^ j x(a?— i)..(j>-m-i-i) ar(a?— i)..(j>— wt-Hi) ^ ar(j>— i)..(a>— ifi-#-3)^(j^-«- î) 

(lO) < ■ ■ — : r-^ — ■♦■ ■ , r— — — ..I 

^ 1 • a ••••• m I • a ...j. (m •— • i) i i • a ••••• ('^— 2) 1 • ^ 

^i. -yÇj^— ')j^Cr-*- 'Wy*-»-^ — 3) _ X yjy^ \ )..(^^m— a) ^ j^Cr-MV-Cr-*-^— ^) 

~" 1.2 I . a (/» —a) *** I 1 . a ••••.(m— i)^ "" 1 • a m 

Si maintenant on pose 9 dans la formule (16)^ x = 1», elle donnera 

t ^ ^(^— 0^(^-<-0 ^.^ 

I — lyi y *f*' — etc 

•^ I .a I . a 



'' ^ "" I .a I .a ... (w— ^a) 1 • a ••• (m— i) i . a ... m 

_ (w>— r ) ( ^~ ' — J^ ) - ( ' — ^) . 

I • a m ' 

puis on conclura de cette dernière i.^' en prenant pour y un nombre entier n qui fasse 
partie de la suite i , a , 3 , m , 

, iit(/ii— i) 

^ ' 1 . a ^ ' 

(18) ; 

(n-nm— .3)«»-»-f-iii(n-#-m — a);„.i ± (n -♦- m— i ),» = p , 



• • • • 



ou 9 ce qui revient au même , 

,. m(m — i) 

I . a ^ 

(i9) ; 

. . . , ^ -i i (/i •4- m — 3)j, • I + m (n -♦- ff» — a)« . I ± (n -♦- m —1)» . > =: a -, 

I • a 

2.® en posant j^ = m -4- i , 

, . m (m — 1) . 

I — mi/îi -♦• Ijjn -^ ' Cil» -I- a;« ■— •••.. 

I • a 



(20.) 



± — ^^ ^ ( a/îi — a )» q: m (am — • 1)^ ± (aw)w s ± i 

I • a 



(19) 

1 

g. 4. Résolution de plusieurs équations simultanées du premier degré. 
Soient données entre n inconnues 

n équations du premier degré çt de la forme 

ûoX '^ bo y -^ CoZ -^ '^ goU '¥' hoV := ko j 

4iX -I- t,j^-H f, «-♦-....• î. .1... '*' giU -^htV = kt , 

(0 / axx H- btx -H Cis -I- -I- g»w H- Aa V = k^ , 

a I 

< . . ■ . 1 • ■ 



'•••• ■• i ■■../. .-; -'i 



■ * 

■ # 



étant des quantités quelconques. , Si l'on .combine entre.eUes, par Toie d'addition^ les for- 
mules (i) respectiyement multipliées par les facteurs 

(2) An^i 9 ^A-a 9 ^A«3 9 ••••• ^i > ^o j 

on en conclura 

Px^X, 

• ' . • • • . 

• • ■ • « 

«t par suite 

(3) . ^=^ , 

pouryu qu'après avoir choisi ces facteurs de manière à vérifier les conditions 

'«o C» • I ■4» A\ Cn^x'^ • • • • ■♦■ ^it - » C| -I- An . g Cq s: O ^ 

(4) ^ etc 

^0*11 — 1 "*" -«i*» — » •+"••• ■4» Ati^% hg H» /Sjt...| ^o -^ o y 
on pose 

et 

(o) AJin.^i ^ Aikn»% •4- . . • ?^ An* » »i -4- ^ .g A:o S JC. 



(90 

Considérons en particulier le cas où les équations (i) deviendraient 

\ • • • I * • • ■ -, 

• • • 

X -h y -^ Z -¥- -♦- U-4- /U=I, 

ax -k- hy -^ cz '^r <...•.••» .'..s. -«--^ -i- Ai; = A , 

(7) { a»x-H^>y-Hc»z -4- : . . . . ^'^li^ipn =*A* , 



I 



«••■• «•!■ 



c'est-à-dire le cas où les divers coefficients de chaque inconnue seraient i ainsi que les 
seconds membres des équations données , les différents termes d'une j^ifog^pssion géomé- 
trique , le premier terme de chaque progression étant l'unité. Dans ce c^s particulier , 
les conditions (4J réduites aux suivantes 



A^h^'^ 4*'^,fr9"'» -I- « 4V.. /. « -4^- A^^^Jà^ À„^i 



o 



y 



I 



* 



* I 



• 



(8) < etc 

^og""' -H/^,g»-*-l- -I- -^„-»g -H//„-, =0, 

exprimeront seulement que 

^> (^ 1 gr, A 

...',. ..'.-■ 

sont racines de l'équation 

* ■ " ■ 

• ■ ■ 

Elles seront donc satisfaites , si l'on déteimine les facteurs 

Ao j. Al j ••••• Af$ » % y An - I > 

de manière que l'on ait , quel que soit x / 

(10) AoX'*'' -h A,x^-^'^:.,^An^%!in^AnLt^AoX:^'^^^)(X'^é) ... (^— g)(ar — h) , 

c'est-à-dire , si , après avoir choisi arbitrairement là 'valeur- d^^^i» , on prend 



( ai ) 

Al as — /to (A -♦- c -4- ^. g H- ^) , 

A% ss Aoibc '^ ... '■h bg -^ bh -¥- -^gh), f 

(II) 

etc. 



• • 



Am^i ^ ±' Aq bc .... gh . 

Alors les équations (5) , (6) donneront 

(la) P = ^o (^ï — t) (^ï — c) (a —g) (a — A) , 

(i3) X^A.{k'^b){k — c) (A — gr) (A: — *).;,► 

et par suite la formule (3) deviendra « 

x= f-^ii^-^) f~^lf~S • ^^ t^vera de même 

_ {k — a){k^c) {k^g){k^h ) 

(i4) \^ '^ (ù — a){b^c) (b—g){b-h) 

etc. 

(A — a)(A — &)(Ar — c) (k — g) 

- (A — a)(/i— 6)(yk — c) (A— g)' 

Ainsi y par exemple , les valeurs de x , ^ ^ z propres à résoudre les trois équations 
(i5) { ax -^^ bjr -h cz = k y 

seront « 

/,6^ ^- (* — fr)(* — c) (A — c)(*— g) (A — a)(A— ft) 

^ ^ -(a — ft)(a__c)'-^~(é— 0(6— a)' (c — a)(c— fc)' 

Dans les formules (i4)> le dénominateur de la fraction qui représente la valeur d'une 
inconnue est le produit de toutes les différences qu'on obtient lorsque du coefficient de 
cette inconnue pris dans la seconde des équations (7) on retranche successivement les 
coefficients de toutes les autres inconnues. Pour trouver le numérateur de la même fraction 
il suffit de substituer dans le dénominateur la lettre k au coefficient de l'inconnue que 
Ton considère. 

2 



% 



( « ) 

Si Ton veut réduire au même âénmninateur les {ractions qui représentent les valenrs 
des diverses inconnues , on pourra prendre évidemment jpour dénominateur commun le 
produit des binômes ^ 

(17) [6 — a-, c — a, c — 6; /k — a^ h^^b y ... h^-^ g\ 

c'est-à-dire le produit de toutes les différences qu'on obtient quand , après avoir disposé 
les lettres 

a y b j c y 89^ 

dans un ordre quelconqi|| , par exemple j dans l'ordre alphabétique , on retranche suc*- 
cessivement de chaque lettre toutes celles qui la suivent. Effectivement si Ton choisit /^» 
de manière que la formule (la) se réduise à 

(18) P = (b —a) {c — a) {c —b) (/j — a)(^ — 6) ... (^ — g), 

les équations (i4) pourront s'écrire conmie il suit 

X y V 

('9) ^ = -pjJ'=-p-> /^"^"P* 

les quantités X ^ Y ^ ... V étant ce que devient le produit P quand on y remplace suc- 
cessivement la lettre k par chacune des lettres a y b ^ , h . 

Le produit P , déterminé par l'équation (18) , jouit d'une propriété digne de rcnfarque, 
à l'aide de laquelle on peut étabUr directement les formules (19). C'est qu'il se change 
toujours en — P , quand on échange entre elles deux quelconques des lettres 

a y b y c , g , A . 

Alors en effet le binôme qui renferme les deux lettres échangées entre elles , changera 
évidemment de signe ; et de plus- le produit des deux binômes , qui renferment ces 
deux lettres avec une troisième , se confondant nécessairement soit avec le produit des 
différences qu'on obtient quand on retranche la troisième lettre des deux premières , 
soit avec ce dernier produit pris en signe contraire , ne changera ni de valeur ni de 
signe apras l'échange dont il s'agit. Ajoutons que , si l'on développe le produit P , en 
multipliant les uns pai' les autres les binômes (17) , le développement ainsi obtenu se 
composera de divers produits partiels affectés les uns du signe -f- y les autres du signe — - , 
et dans chacun desquels la somme des exposants des lettres 

a y b , c y g , fi 



( a3 ) 
sera {quivalente au nombre des binômes (17)» c'est-à-dire à 

(20) i-»-a-i-3-i- ... ^(n — 1) = — i ' . 

Le premier de ces produits partiels , formé par la multiplication des premiers termes des 
diyers binômes se réduira simplement à 

(21) •^ a^b^c* g»-»*"-«. 

Si l'on suppose en particulier n = 2 , on trouvera 

ou , ce qui revient aU même y 

(22) P = a« fr« — <i« i« . 

Si l'on suppose au contraire it = 3 , on aura 

(28) P;sa^b^c* — fl<>i»c' •*• a^b^c^ — a'^^c» -i- a»6<»c« — a»6» c*» . 

Donc alors j dans chacun des produits partiels que renfermera le développement de P y 
les exposants des lettres a y b on a, by c seront respectivement égaux aux deux ou trois 
premiers termes de la suite des nombres naturels 

(24) o , I , a , 3 9 etc. ••••. 

et tous ces produits partiels se déduiront les uns des autres par des échanges opérés 
entre les exposants dont Q s'agit. Or on peut affirmer qu'il en sera généralement ainsi, 
et que tous les produits partiels dont se composera le développement de P seront sem- 
blables au produit (21), et se déduiront de celui-ci par de simples échanges opérés 
entre les indices 

0,1,2 y n — 2 I ?t — I . 

Effectivement soit . 

(25) OPblC g*h^ 

l'un quelconque des produits partiels, de ceux, par exemple, qui sont affectés du jîgne -h, 
en sorte qu'on ait 

(26) PszaPbic g'k* -4- etc. 

On tirera de la formule (26) , en échangeant entre elles les deux lettres a et b y 

— P = afbpc- jr'A' -4- etc. 



ou , ce qui revient au ihéine , ■ ■ 

m 

(27) PzZ'-^aibPc^ g' h* — etc 

Donc , le développement de P ne peut renfermer un terme affecté du signe -f- et de la 
forme 

aPb^C .... gih' 

sans renfermer en même temps un terme affecté du signe —- et de la forme 

-^açbPC^ g' h' , 

m 

c'est-à-dire, un second terme qui se déduise du premier par un échange opéré entre 
les exposants des deux lettres a y b ^ mais qui soit affecté d'un signe contraire. On arri- 
verait encore à une conclusion toute semblable , si le premier terme était l'un de ceux 
qui sont affectés du signe — • Donc les différents termes, contenus dans le développe- 
ment de P y étant réunis deux à deux , produiront des expressions de la forme 

Iapb<ic^ g'h* — a^bPC g*h^ 
s:{aPb^'^a9bP)c'- g' A', 

en sorte qu'on aura 

(29) P = {aPb^ '-^afbP)c'' g'h^ -•- etc 

Or le binôme (a8) s'évanouit toutes les fois que les exposants p , ^ deviennent égaux. 
Il en résulte qu'on verra disparaître , dans le développement de P , tous les termes où 
deux lettres diverses a j b seraient élevées à la même puissance. Donc, si le produit (a 5) 
est un de ceux qui ne disparaissent pas , les exposants 

P j q y r, s , t 

des différentes lettres y seront tous distincts les uns des autres *, et , comme l'exposant 
de chaque lettre ne pourra surpasser le nombre de celles des différences 

^ — a, c ^^ a y c "^ b j A— a, A — 6, ... h ^^g 

qui la renferment , c'est-à-dire le nombre 7t — • i , les exposants 

Py q^ r , s , t 

ne pourront être évidemment que les nombres 



o , I , a , n-— I . 



( a5 ) 
Donc en définitiTC dant le deTeloppemeDt de la fonction 

(3o) P=:a9b'c* g»i-»^»-i — ctc 

tous les termes se dédiûront du premier par des éclianges opérés entre les exposants 
des différentes lettres , et deux teimes , dont Tun se dédmra de Tautre par un seul 
échange opéré entre deux exposants , seront toujours affectés de signes contraires. 

Si l'on élère les quantités 

a j b j c , g , /» 

à des puissances dont les degrés soient respectivement égaux aux nombres 

rangés dans un ordre quelconque , le produit de ces puissances sera toujours l'un des 
termes affectés du signe -4- ou du signe — dans le second membre de la formule (3o). 
En effet , pour déduire ce produit du premier terme 

il su£Gira d'opérer des échanges successifis \fi entre l'exposant o et celui que portera la 
lettre a dans le nouveau produit; %/* entre l'exposant i et celui que portera la lettre b 
dans le nouveau produit ; etc Cela posé , représentons par la notation 

(3i) S(±:ao^«c» g"-»^»-») 

la sonune qu'on obtient quand au produit 

pris avec le signe -4- , on ajoute tous ceux qu'on peut en déduire à l'aide d'échanges 
opérés entre les exposants 

chacun des nouveaux produits étant pris avec le ôgne -i- ou le signe — -, suivant qu'on 
le déduit du premier à l'aide d'un nombre pair ou d'im nombre impair d'échanges suc- 
cessifs. On aura 

(32) , PssS(±a«6'c» ^-*^'»-»)5 



( a6 ) 

et les formules (ai), qui fournissent les valeurs de x^ y, z ^ ..... u j v propres à vérifier 
les équations (i) , pourront s'écrire comme il suit 

_ S(±i^6'c* g»«->^»-') 

^""S(±ao6"c» ^'•-»À*-«) ' 

_ S(±go^'c* g""*^»-') 

etc. 



t; = 






Concevons maintenant que, dans le développement de P, on remplace les exposants des 

différentes lettres a y b j c 9 g > ^ par des indices. Alors, au lieu de Téquation (29), 

on obtiendra la suivante 

(34) Ps:{apbg'^agbp)cr gsht -i- etc 

Or cette dernière valeur de P pourra être présentée sous la forme 

(35) P:=^o^ii-i -^ ^i^*»-» -•- -H^M-» tfi -•- ^n-i ^o > 

^09 ^f y An^% y An^i étant des sommes de produits formés avec les coefficients 

^o ) 0% ••• y C^n-i j Cq y Cl ... , Cj|.| î ... go y gi ••• > gn^iy '•o > '•i ••• '•* - 1 > 

et y comme elle s'évanouira y en vertu de Téquation (34) y si Ton suppose 

é7o := &o , tf , := bt , an . I := &N . I , 

on peut affirmer que les quantités 

««o > "«I •••••• ^n •» y yim^s y 

renfermées dans Féquation (35), vérifieront la première des conditions (8). On prouverait 

de même que les quantités dont il s'agit vérifieront la seconde , la troisième , etc 

enfin la dernière des conditions (d). Donc ces quantités pourront servir à l'éliminatioa 
des inconnues y , z ••••• u , v entre les équations (i) , et la valeur de x sera donnée par 
la formule (3) , pourvu qu'on détermine X par la formule (6) , ou , ce qui revient au 
même , pourvu qu'on appelle X ce que devient l'expression (5) quand on 7 remplace 
la lettre a par la lettre A. Donc , en définitive , les valeurs des inconnues 



( ^7 ) 



X j y j u j V 



propres à vérifier les équations (i) seront des fractions, dont on obtiendra le conunun 
dénominateur P en remplaçant les exposants des lettres a j bj c ..••, g^ h par des in- 
dices dans le développement du produit qui compose le second nombre de l'équation (i8). 
Quant au numérateur de chaque fraction , on le déduira immédiatement du dénomina- 
teur , en remplaçant les quantités , qui dans les équations (i) servent de coefficients à 
rinconnue que Ton considère , par les seconds membres de ces mêmes équations. 

Si j pour plus de commodité y on représente par la notation 

(36) S(±tfo*iC. in^xK^i) 

la somme qu'on obtient quand au produit 

tf o ^i Cx gn - a A» - 1 

pris avec le signe -4- on ajoute tous ceux qu'on peut en déduire à l'aide d'échanges 
opérés entre les indices ^ 

o 9 I y a y 3 , it — a , n — I , 

chacun des nouveaux produits étant pris avec le signe -i- ou le signe — , suivant qu'on 
le déduit du premier à l'aide d'un nombre pair ou d'un nombre impair d'échanges suc- 
cessifr \ on aura 

(3?) P=S(±tfo6.c. g«.»A«.,), 

et les valeurs de x , jr , z , a , v , propres à vérifier les équations (i) , se présen- 
teront sous la forme 

^{±KK c% g«-»A„_,) 

^{±aoàMCt, gn-»^»-.) ' 

__ S( JTgo^iCa gH~%hm~t) 

/3gx / "S(Hhao^iC» gi.-»A«_,) ' 

etc. 



V := 



^S[±_aob,c% gn-»A«-,) 



S(±ao^«C» gn-mA»-.) 

Si , pour fixer les idées , on réduit les équations (i) à 

aoX -f- bojr -f- CoS = Ato , 
(39) { a,x -f-&,j^-4- c,z = *, , 

a%x -4- b^y -*- c»z = A» , 



(»8 ) 
on ti'ouvera 

^{•^aobxCx) ao^iC» — tfo^aC, -4- ai^ftCo^-ai^oCft -4-fla6oC, — axhxCo ' 

Ou arriverait au m^me résultat , en présentant la pvevnièfe des équations (16) sous la 
fonne 

puis développant les deux produits 

(i,_Ar) (c— *)(c — ^), ((r — a)(c — tf) (c — i») , 

et remplaçant dans les développements les exposants des lettres par des indices. Sous 
ces conditions, la formule (40 peut être censée fournir la valeur de la première des in- 
connues que renferment les équations (3g). Cette valeur, qui prise à la lettre serait inexacte, 
et ne peut devenir exacte que par suite des modifications énoncées , est ce qu'on nomme 
une valeur symbolique de l'inconnue dont il s'agit. L'équation (40 9 considérée sous ce 
point de vue , est elle-mêftie une équation symbolique. 

Concevons à présent que m -4- i inconnues, représentées par 

soient déterminées par m -i- 1 équations du premier degré et de la forme 

Xo SS ATo , 

Xo -4- Xi ^ Kl y 

7 Xo ■♦■ 2X| -4- X% ^Z k% j 

etc 



m(m — I ) ^ , 

Xq "I" mXg "4" •— — — ^"i^» x% "l" .•••• "I" Xjh ^ Km • 

I . a 
On tirera successivement de ces équations 

Xo îSî Kq , X| ^ ATi ■^" Ko , X% SS n% ■^" ^^i "l" Kq , etc. ••••• 



et généralement, si l'on désigne n un quelconque des nombres entiers renfermés entre 
les limites o , m , on obtiendra pour valeur de x» une fonction linémre des quantités 

Soit eu conséquence 



( »9) 
Dans le cas particulier où les quantités 

(44) ^09 ^i > ^% j ^/n 

se réduiront aux différents termes d'une progression géométrique de la forme 

m w 

(45) A» = I , *, A», , A" , 

on aura simplement 

(Î6) X, = Aok- -H Atk"' •*■ ^.A»-» t- -t- An.,k ■*- A^ . 

D'autre iiart, il. est daûC}, q^y.<lan& ce cas^ oa vérifiera Les équaticms. (4^)i ea posant 

et 

jr« = x" = ( A — I )« , 

ou , ce qui revient au même, 






(Î7) :r„ = A« — /iA«-' H--^ ' ^-» — =f hk± i . 

1.2 



..( ) : 



Les formules (46) , (47) devant s'accorder entre elles, U en résulte qu'on aura, quel que 
soit A , 

(48) ^oA« -H ^.A"-» H- .^.A"-»^ ...^-^«..A^^^srA»— /iA«-'-H^!î^^=i^ A«-» — ... ^nk± i , 



« 1 . a 



I ' , 



et par suite 

(49) \r^o = î , ^1 = — w , ^» = , '^«., = =F n , y^„ = ± 1 . 

I 

Doac la ?aiefir générale de Xn , déterminée par la formule (46) , sera 

(50) Xjt 5? A».— nkn^i -t- ■ fr^^z- -— =FnAa±Ao. ! 

r , a 

Au reste , on peut arriver directement à l'équation (5o), en combinant entre elles par voie 
d'addition les n premières des formules (4a) respectivement multipliées par lès coefficients 

ii(n— 1 ) 
1,—n, , =FW, ±1, 

a .. - . - 

puîs ayant égard aux formules (19) et (ao) du §* 3 , ou plutôt S celles qu'on en déAiît 
quand on échange entre elles les lettres m et n. Donc en définithre le^r valeurs de 

Xo , X| •«..• 9 X/n 



( 3o) 
propres à vérifier les équations (4a) seront 

Xq S5 A'o ) 

^1 ^ ATi "^^ Kq j 

/^j\ ê x% ^ Ar» — a Aii -4- Aq j 

ctc 

ar;„ ^ Aw — /w A;„., -4- Am-» — ..... qp wiAi ± A© . 

Si; dans les formules (42) et (5i), on remplace simultanément les quantités 

•3^0 j Xi j X% ••••. } Xfn i Ag j A| y K% j K/n 

par les rapports 

Xi X% X/n ^ , A| n% Km 

on en conclura que les valeurs des inconnues 



Xq y Xg y X% y Xm 



propres k vérifier les équations 



Xq IS A'p y 



(32) 

etc. 



Xi ■♦■ 4XXq ^Z '^t y 

Xx -H aoJT, H- a*Xo = A^a , 



JTm H- ntOXm-i H ^ a* JTm-a H- ... + »W»«-« T* ± a'^Xg = A>» 

I . 2 

sqnt respectivement 

JTl ïïî rtj ^"^ (IKq y 

,^53^ / x» = A, — a oA, -H a» Ao , 

etc 

_ , , m(/w— 1) , , _ 

Xm = Am — wwAm-, h a*A«i.j — T ma"**'^ A, ± a»" A» . 

I . 2 



( 3. ) 
Si l'on suppose en particulier a = — i , let formules (Sa) devienâront 







r 


















Xo 


2S ATo j 






l 
















T, 


— Xo 


=*.:, 


(54) 














etc 


:r, 


■"• 


ax, 


-♦-Xo 


= *., 






f Tm 


—mxm 


m{m 


• 2 


••t* 


^mxm 


±a'« : 


s ^m 3 


et l'on 


en 


tirera 




9 


A*o y 
















(S/ï) 




etc 


• ••• • • 


* 


a*. 


^A. 


> 
















\ 


-— f^/n 


"*" 


mk„ 


-I •+■ 


I . 2 


r-a 


■*■ ' 


!•••• 


■+- mkt 


■4" A0 • 



§ 5. Formules et interpolation. 

"L* interpolation consiste à déterminer la valeur exacte ou approchée d'une fonction 
d'après un certain nombre de valeurs particulières supposées connues. 

Considérons spécialement une fonction entière u de la variable x. D'après ce qui a 
été dit dans le § 3 , cette fonction sera complètement déterminée y si elle est du degré 
m , et si l'on en connait ;n -f- i valeurs particulières. Soient 

ces m -t- I valeurs particulières correspondantes aux valeurs 

Xo y Xt y X% ••••. y 2*m*i > Xm 

de la variable x . Si l'on suppose d'abord que les valeurs particulières de u se réduisent 
toutes à zéro y à l'exception de la première Uo y la fonction u , devant alors s'évanouir 
pour X = Xi , pour x =, x% y enfin pour x::^Xm y sera divisible par le produit 

(x— X,)(X — r») {X'^Xm)y 



C3» ) 
et sera par consécpiea* de la (oriine 

M = a (x — X,) (j: — x^) {x — Xm) , 

a ne pouvant être qu'une quantité constante. De plus , u devant se réduhe à iio pour 
X zz Xo f on en conclura 

Uo = a{Xo — X,) {Xo — T%) ^... <jro — ^m) , 
et par suite 

— ( J: 3^i) (y 3^») {X Xm) 

\Xo^^^ Xi) {Xq "" ^aj •...• \Xo "■• X/n) 

De incnie , si les valeurs particulières de u se réduisent toutes à xéro y à l'exception de 
la seconde i/, , on trouvera; 

_ {X'^Xo)(x x») (3:— 3:^) 

\Xi •— JTo) ('^Ti — ■ X%) ..... (JTi •— •Tut) 

etc EnGn , si elles se réduisent toutes à zéro , à l'exception de la dernière Um , on 

trouvera 

{x Xo) (X X,) {x — Xm^) 

U =:u„t- — ^^ . 

[Xm"^ Xo) [Xm^^^ Xi) ^^m""Xm-iJ 

En réunissant les diverses valeurs de u correspondantes aux diverses h}'pothéses qu*on 
vient de faire , on obtiendra pour somme un polynôme en x du degré m , qui aura évi- 
demment la propriété de se réduire à, Mo pour a* = Xo , k u, pour x = Xi y à u» 

pour jr = Xm . Ce polynôme sera donc la valeur générale de u qui résout la question 
pixjposée , en sorte que cette valeur générale se trouvera déterminée par la formule 

. . _ (x Xt){x X^)..{X Xm) ( X — Xq) (X Xt)..{T JT^,, ) 

^ ^ * "■ ''(:ro — X,) (Xo X»)..(Xo Xm) **" "^{Xm'^Xo) {Xm^^OC,)..(Xm X,n-i ) ' 

qui est la formule d'interpolation de Lagrange. 

En vertu de la formule (i), si la fonction u du degré m doit s'évanouir pour les va- 
leurs particulières 

o , I , 2 , m — I 



de la variable x , et se réduire ^ Funité pour x zzm , on aura 



.-s. 'T{x — i) (x — m ^ i) 

(J) a = ' 

1 . 2 m 



( 33) 
Lorsque les valeurs particulières de x représentées par 

Xo 9 Xi y X% y •!•••• Xtn 

se réduisent aux différents termes de la suite 

0,1,2, w», 

alors , pour obtenir la valeur générale de u , il suffit évidemment de supposer 

,,, x(x— i) x(>— i) (j: — m -4- i) 

4) M = ^o -H a,x -ir ax -^ -' -4- -4- a^ — ^ , 

I . a - 1.2 ...... m 

et de choisir les coefficients 

de manière à vérifier les équations 

/ïo = Mo , 

£2o -4- a. = Mi , 

(**) < ^ -4- 2 ai -^ ex» = 11» y 

etc 

m (/Il i— I ) 

éïo -♦• mil| -4- ■ a» -4- -^ tfjn ^ Mjn . 

2 

Or , on vérifiera ces dernières [ voyez le § 4 ] ^^ prenant 

ap = Mo , 

ai =M, —Mo, 
/()) y a» = li> — 2 M| -4- Mo, 

etc 

'w(m — i) 

am^Um — MUm^t H /Wm-» =F /W Mj ± M© . 

1 . 2 

Donc la valeur générale de u sera 

x{x •— 1 ) 



(:) 



M = Uo -4- (m, — Mo) X -4- {u% — 2Mi -H Mo) 

1.2 

- m(m— 1) ,x(x — i)...(x— m-4- 1) 



1*2 1.2 m 



« 



(34) 

Si l'on suppose en particulier 
on aura 

(8) llo =: O , U| s I 9 lia = !"• y Wm-i 2S (m — l)*» , ll^t = W»» , 

et les formules (6) , (7) donneront 

<lo = o 9 



<li s I 



(9) 



^zj = 3« — 3 . a« H- 3 , 



etc. 



tfm., = (m— i)"» — (m— i) (/n — a)*" -4- ± (m— 1) , 



tf »» = m"» — m (m — I ) 



'^ -H m . (m — 2)« — 

1.2 ' 



^m 



(10) 



T»«=r •+-(2'«_2) , ^ ■♦■(3^~3.2'" -hS) -i- ilL-^-i. etc. 



I • 2 



1.2.3 



... -f- 1 m'» — m(/»— 







m 



m(/i»— i) 



I . 2 



(m—- 2)'"— - ..7/n l-i i-^ 

/ 1.2 m 



1) 



D'autre part , comme , dans le cas dont il s'agit , on aura quelque soit x 



, . XfjT— 1) X(j>— i)..(t— m-4-2) x{X'^^\\AX'^Hn^ 
(lî)X»»=tfo-»-tf,X-#-tfa-^- — ^-♦-..-4-tfm-i-^- \ . -7-^-4-tf,n ^^ -^ 



I . 2 



I . 2 ... (m— < i) 



I . 2 



;if 



on en conclura 



^m 



1.2 ... /7I 






^m-i 



I . 2 (W — l) 



-[i + a 



(m— I)] 



âfM 



I . 2 



= 



m 



ou , ce qui revient au même , 



(.2) 



dm :z I • 2 • 3 m y 

tfm-i= 1.2 ..(/» — l)[f -1-2 



(w — i)] = 1.2... (m — 1) ^ , 



etc. 



(3S) 
On aura donc encore 

m*** «— m(m — i)*" h — ^ • (m — a)*» — ± m =r i . 2 . 3 m , 

1.2 

(1%)) ^ , m(m— i) 
^ ^^ (/» — i)w.— (m — 1) (m— i)»»-!- .... qF(/»— i) = i.a.3 ... (m — i) ^j , 

etc. 
et la formule (10) pourra être réduite à 

x'"=:x{x — i)...(x— /»-#-i)h i ij:(x— I) ... (x — m -4- 2) 

(i4)'" 

3"»-' — a"»-!- 1 , ,, , 2*»-'— 1 , 

j:(x— i) (x— 2) H x(x — i) -^x 

1.2 I 

Si , dans cette dernière , on change x en «- :r , elle donnera 

x^=x(x-i- i)...(x-f-m— i) — — ^ -xix-^ i)...(x-4-/w — 2) 

(.5)' 

jrfX'»' i)(x -4-2):^ x(x-#- i) ±ar. 

1.2 i ' 

Lorsque m est de la fonne 

p — i , 

/; désignant un nombre premier impair , la première des équations (i3) se réduit à 

(16) 1 .2.3 ... m ss/n'" _/ii(/ii _ ijOT «i- .(111 — 2)^' — —m ; 

1.2 

et, comme alors, en vei-tu du théorème de Fermât sur les nombres premiers, les puis- 
sances 

m*" , {m — i)*« , (m — 2)'» , etc 

divisées par p donneront Tunité pour reste, il est clair que le second membre de Téqua* 
tion (16) , diTÎsé par p , fournira le même reste que la somme 

m(i»— i) ^ , . 

I —m -4- ^ — etc — m = (i — iV" — i = — i , 

1.2 ' 



(36 ) 

Donc , lorsque /? = m -f- i est un nombre premier impair , le produii 

(17) 1.2.3 ..... m, 

divisé par p , donne pour reste — i , ou en d'autres termes ce produit , augmenti dt 
VufUté , devient dis^isible par p. C'est en cela que consiste le théorème de Wllson j ^ 
sNétend au cas mdhte où Fon pose /? = 2 = i -1- i . ITaîBenrs 3 est clair que ce tbéo- 
réme subsiste uniquement pour les nombres premiers. Car , si le nombre m -4- i acknet 
d'autres diviseurs que lui-même et l'unité , chacun de ces diviseurs , se confondaDt 
nécessairement avec Tun des nombres 2 , 3 ... , m ^ divisera le produit 

1.2.3 ... /it 

d'où Ton doit conclure qu'il ne saurait diviser la somme 

I -^ r . X • 3, ... ni . 

Si les valeurs particulières de x représentées par x, , Xx , ... x„t se réduisaient aux 
diiïérents termes de la progression géométrique 

I • r ^ « *• • •.*•• r a 
alors , en posant 

on aurait, pour déterminer les facteurs inconnus ao j a,^ ... amj des équations linéaires 
dont les premiers membres seraient semblables aux premiers membres des formules (7) 
du § 4 9 ^^ P^^ *"^^^ ^^ obtiendrait les valeurs de ao, ai , etc. ... amj en ajoutant les 
équations dont il s'agit , après les avoir respectivement multipliées par les coefficients 
des divemea jouissances de x dam les dé.veJoppeinfijats des produiu 

(x— .r) (ur — r»)...(x— r"'), (x — i) (jt — /•») ...(x—r»'), etc., (x— i)(x—r)...(^— ./-"-')• 

On trouverait ainsi 

(iB) "= ... 

(I — r)(i — r») ...(1 — r;») "*"*" (r^ — i)(r«« — r)...{r»' — r'"-») 

Observons cnfm que des formiloa (^}' et. (i;8) Q» déidbuir» f«ci|emett|î celk^, qui seraietii 
1 olntives au cas où les valeurs particulières de x coïncideraient avec les différents termes 
d\ine progression quelconque soit arithmétique , soit géon^nqiWw 



(5? ) 

§ 6. Difs séries convergentes et divergentes y et en particulier de celles qui représentent 
les développements des puissances entières et négatives d'un binôme. 



On appelle série une suite indéfinie de quantités 

(1) 1^ 9 U| y ti» • ... 9 

qui dérivent les unes dtèl attifer stliVànt une toi cènhiiè; Cts qitantité^ elles-mêmes iimi 
les diifêH!fats témti dé th Mrie ^tift l'ton <H>hsidètt. Soit 

(2) 5« = Uo -♦- Mi -h H- W/i-i 

la somme des n premiers tennes , n désigUBiit un nombre entier quelconque. Si, pour 
des valeurs de n toujours croissantes , la somme Sn s'approche indéfiniment d'une limite 
finie s y là sëHè seHi dite ùÔfh>&rgehtéi et la liMte éh ^ttë^oh s'at>pelfera la sofhinà de 
là sérié. Au ë6iltrairé y iï , tàndhque (t crott iùdéCiiihiiEltft , là somme s^ ne s^pptèchts 
d'aucune liiâlite fixe y la série sera divergente et n'aura plus dé sommts. 0ah^ l'iûi et 
l'autre cas y le terme qui correspond à l'indice n , savoir Un y sera ce qu'on nomme le 
terme général. Il suffit que l'on donne ce ternie général en fonction de l'indice n pour 
que la série soit complètement déterminée. Si y dans le cas où la série est convergente, 
on pose 
(3) 5 == j„ + r« , 

r„ sera ce qu'on appelle le reste de la série prolongée jusqu'au n"'* terme. 
L'une des séries les plus simples est la progression géométrique 



( {) 1 , or y X» , x^ y etc. 



qui a pour terme général x" • En la substituant à la série (i) , on aura 

i« = 1 -H X -4- H- x«-» -♦- ar»-", 

j« a: = X -♦- X* -4- -4- X"-' •*- x" y 

et par suite 

5i, (x -^ l) =X" — I , 
,-, X»— I I —X» 

M j„ = I H- X -4- X»-' = -r = -T-^r- — • 

X -^ I 1 ^^x 



(38) 
On peut metti'e cette valeur de s^ sous la forme 



(6) , ' •''" 



I —X I — X 



et y comme , pour des valeurs croissantes de n , la valeur numérique de la fraction 



•M 



converge vers la limite zéro ou croit au-delà de toute limite , suivant qu'on luppose la 
valeur numérique de x inférieure ou supéiîcure à Tunité, on doit conclure que dans 
la première hypothèse la progression (4) est une série convergente qui a pour somme 



(7) 



I 






I — X ' 



tandisque , dans la seconde hypothèse y la même progression est une série divergente 
qui n'a plus de somme. Si , dans la première hj'pothèse, on prend 5« pour valeur ap- 
prochée de s y Terreur commise sera mesurée par la valeur numérique du reste 



(8) r,= • 



I — X ' 



Ou indique généralement la somme d'une série convergente par la somme de ses 
premiers termes suivie de points ou d'un etc. Ainsi y lorsque la série (i) sera conver- 
gente , on auia 



5 ^ Wo -«- Wi -+- Ml ■+- «3 -*- etc. 



et, l'équation (7) donnera, si la valeur numérique de x ne surpasse pas l'unité, 

m 

(9) I -•- X -•- X* H- x' -H = = ( I — x)-' . 



U résulte de cette dernière formule que la progression géométrique 



I , X , X» , X3 , 



a pour somme la première des puissances négatives entières du binôme i — - x « 



( 39) 

En vertu des déCoitlous ci-dessus adoptées y pour que la série (i) soit convergente , 
il est nécessaire y et il suffit que des valeurs croissantes de n fassent converger indéfi- 
niment la somme Sn vers une limite fixe : en d'autres termes, il est nécessaire et il suffit 
que , pour des valeurs infiniment grandes de n , les sommes 



^« j Sn+i y Sh+% 



diffèrent de la limite s et par conséquent entre elles de quantités infiniment petites. 
D'ailleurs les différences respectives entre la première somme 5« et les suivantes sont 
respectivement 



Sm-^i "^ ^11 2^ '*!• j 

Sn-i-t "" Sn s: Un *♦" Un-^-i y 

etc 



Donc, pour que la série (i) soit convei^gente, il est d'abord nécessaire que le terme gé- 
néral Un décroisse indéfiniment , tandisque n augmente. Mais cette condition ne suffit pas, 
et il faut encore que , pour des valeurs croissantes de n , les différentes sommes 



Un -^ Mii+i , 

Un *♦" Un-i-i •+■ Uu~^% y 

etc 



c'est-à-dire les sommes des quantités 



Unj M/I4-I} Wn4aj 



prises , k partir de la première , en tel nombre que Ton voudra , finissent par obtenir 
constamment des valeurs numériques inférieures à toute limite assignable. Réciproque- 
ment y lorsque ces conditions sont remplies , la convergence de la série est assurée. 

Il résulte encore de ces principes que , si une série convergente est uniquement 
formée de termes positifs , la convergence continuera de subsister , lorsqu'on changera 
les signes de tous ces termes ou de quelques uns d'entre eux. Car j en opérant ainsi , 
on ne pourra que diminuer la valeur numérique de la somme des termes qui suivront 

■ 

un terme quelconque. 



(4o) 

Pour plii9 de cominoâitv , nous désignons dorénavant par 



(lo) Uoj UnyU^y etc. 



les valeurs numériques des différents termes de la série ( i ) , de sorte qu'on aura 

Un = Un , ou Un ^ -^ Un 

suivant que Un sera positif ou négatif. Cela posé, il est clair que, si la série (lo) est 
convergente , la série ( i ) sera convei^gente à plus forte raison. De plus il sera facile d'éta* 
blir la proposition suivante. 

I .^' Théorème. Soit £ï la limite ou la plus grande des limites vers lesquelles converge^ 
tandisque n croit indéfiniment , la racine n'^* de la valeur numérique de Un y c'est-à-dire 
l'expression 



± n 



La série ( i ) sera com^ergente , si Von a fl < i , et di\^rgente si Von a XI > i . 

Démonstration. Eu effet, soit U un nombre renfermé entre les limites i et fl. On 
aura , dans la première hypothèse , 

Alors , si n vient à croître au-de-là de toute limite , les plus grandes valeiu's de 

I I 

r„^= [±Hn)^ , 

en 2»* approcha lit indctiuiment de Ci , fiairont par devenir inférieures à U , et en même 
temps les plus grandes valeurs numériques de Un deviendront inférieures à U** . Donc , 
dans la première hypothèse , les termes de la série 



Ho 7 "l ^ '^2 1 ••••• "il J '^«-V-I J 



iuuront par devenir ( abstraction faite des signes ) inférieurs aux termes conespondauts 
do la progression géométrique 



1 , U j L'», U" , t/*+' , 



et comme cette progression sera convergente , U étant < i , la série (i) sera eUe-mémc 
convergente. Au contraire , dans la seconde hypothèse , on aura 

£i> U> i . 



(4j ) 

Alors , si n vient à croître au-delà de toute limite , les plus grandes valeurs de ( ± u„Y , 
en s'approchant indéfiniment de £ï^ finiront par devenir supérieures à Uj et les plus grandes 
valeurs numériques de ii« supérieures à U'^ . Donc alors on trouvera dans la série 

Mo , M, , Ma , M« , Wn+g , etC. 

un nombre indéfini de termes supérieurs aux termes correspondants de la progression 
géométrique 

1 , t/, Z7», U», &"+' , etc. 

par conséquent un nombre indéfini de termes supérieurs à Vunité , U étant > i ; et 
la série (i) sera nécessairement divergente. 

Si j pour des valeurs croissantes de n , la valeur numérique du rapport 

c'est-à-dire la fraction 

Un 

converge vers une limite fixe fl, alors, en désignant par s un nombre aussi petit que Ton 
voudra , on pourra donner au nombre m entier une valeur assez considérable pour que, 
n étant égal ou supérieur à m y chacun des rapports 

■"77 — ' V^' 77 — 

et par suite la moyenne géométiique entre ces rapports * ou le quotient 



I 

n 






* Lorsque n quantités positives a j a% a*\ sont toutes supérieures à un nombre 

donné ç , et toutes inférieures à un autre noihbre donné A, le produit aa'a!' ..... est 
évidemment compris entre les limites ^ , /k" ; et par suite la racine fi">' de ce produit 

ou la moyenne géométrique entre les quantités a ^ a* ^ a" , se trouve elle-même 

comprise entre les deux nombres g , h. 



(44) 

alors y pour dles valeurs croissantes de ii , 5,1 eonrergêra Vers la limite s y s'n Tcrè la li« 
mite i", et par suite les sommes 

^M -t^ s'à 9 tM ■♦- 5'ii *•• 5% , etc. 
des fi premiers tenlie» dks séries qtiî aurMf poUr tafm^s généraux 

w» •♦• V» , w« -f- Vm •♦• w* , etc. 
conyergeront vers les limites 



s ^ s' y 5 -♦• 5 ^ 5" , etc. 



On peut donc encore énoncer ce théorème : 

5." Théorème. Lorsque plusieurs sériéi sdtH corli^ergeHtes y l'dddiiion dt ktU^i terthes 
généraux fètttnit h terme géti^ràl d'une tm^Ue iéfië (ftd est Hlé^é9ke cm^ffifÈiHe , et 
iUmi la somme tésUOë dé FàddiUàH des sotHffits des iériès ptùpôsées. 

On a , en v^ertù de ce tfaédfénle y 

I(mo -»- Wj "♦- Ml -H etc. ) •♦- (vo •♦• Vi •♦• v%) -♦- etc. 

1(1*0 -H «*i -♦- "a -»- etc.) -f- (vo -4- Vi •+• V» -f- etc.) -f- (w© •♦- w, -♦- Wt -+- etc.) 
= ( Mo -»- Vo -H Wo ) -I- (a, -•- V, -f- W, ) -H («» -H l'i -H W») -•- CtC 

G.* Théorème. iS/ , fef deux séries 



Uq y lif , U% y etc. 

(.8) ; 

Vq y Vl y V% y CtC. 



r/rt«( cons^ergerUes et ayant pour sommes respectives s y s' y chacune de ces deux séries 
reste convergente lorsqu*on réduit ses différents termes à leuts valeurs numériques , alors 
la série 
(9) UoVoy UoVt -f- UtVo y UqV^ -f- u, v, •♦- M»Vo ) etc , 

dont le terme général est 

UoVn -f- M| V«-i -♦- -•- Um^iVi •♦- ÙnVo , 



(45) 

• . • • • ■ • 

iera elle^métne cotwergentt et aura pour somme te produit ss^ , en sorte qu*on trouvera 

^ . . . . : ■ „ i ." » • ' 

I(uo -f- Ut •♦• M» -•- etc ) (vi •♦• Vi -f- V» -f- cte ) =s 
■ ■ 

. Démonstration. Soi^iit.^Ai y» Je9>onimf< 4ai n preniMra tennis des séries (i6>^ et s^^ 
la somme des n premiers termes de la série (19). Beprésentons par m le pins grand 

nombre entier compris daùs '—., et supposons d^àbord que les différents termes des 

V 

séries (18) soient tous poûti&. On aura évjdenunent dans eette hypothèse 



' ) 



. ■ ... 



^ ... 



' >(WÔ -f- M. -^ ....• -^ «ni ) ( 't'o -4^. 1>. -*-.:... 'V V,« ) , 

.» . ■•- .... ... ... ■_ 

ou . .... 

Concevons maintenant que Ton fieisse croître n au-delà de toute limite. Le nombre m qui 

ne peut être que ■ ■ ■ où ■ erottra lui-même indéfiniment , et les deux sommes 

Sn , Sm-frt convergeront vers la limite s j tandisque 5 » et 5 m+i convergeront vers la li- 
mite s*. Par suite les deux produits SnS^m y Sm-^ts'm+t et la sonmie i"» j comprise entre 
ces deux produits y convergeront vers la limite ss* \ ce qui suffit poiur établir le théorème 
énoncé. Il en résulte aussi que l'expression 

1 Sn5\ — S"n = W»-i Vji-i •♦• ("«-aV,-» -H M^-aV^.,) -f. 

Convergera , dans Fhypodiése dont il s'agit y vers la limite zéro. 

Siqpposbns à présent que y les différents ternies des séries (18) conservant les mêmes 
valeurs numériques j tous ces termes y ou quelques uns d'entre eux viennent à changer 
de sigae ; ce changement ne pourra que diminuer la valeur numérique du second membre 
de la formule {21). Donc cette valeur numérique , ou celle de la différence 



(46) 

convergera encore ^ pour des valeurs croissantes de n 9 vers la limite zéro , et 5"» vers 
la limite ss* du prodmt Sms'n • Donc alors la série (19) sera encore convergente et aura 
pour somme le produit ss'. 

Lorsque, les termes de la série (i) renfermant une certaine variable Xj cette série est 
convergente et ses différents termes fonctions continues de x dans le voisinage d'une va- 
leur particulière attribuée à cette variable ; la somme Sn des n premiers termes , le reste 
Tm et la somme 5 de la série sont encore trois fonctions de la variable x j dont la pre- 
mière est évidemment continue par rapport à x dans le voisinage de la valeur particulière 
dont il s'agit. Cela posé, considérons les accroissements que reçoiv^it ces trois fonctions , 
lorsqu'on fait croître x d'une quantité infiniment petite. L'accroissement de 5« sera , 
pour toutes les valeurs possibles de n , une quantité infiniment petite , et celm de r« 
deviendra insensible en même temps que r^ si l'on attribue à n une valeur très-consi- 
dérable. Par suite l'accroissement de la fonction s ne pourra être qu'une quantité infi- 
niment petite. De cette remarque on déduit immédiatement la proposition suivante. 

7.* Théorème. Lorsque les différents termes de la série (i) sont des fonctions cPwme 
variable x , continues par rapport a cette variable dans le voisinage d*une valeur pttrti" 
culière pour laquelle la série est convergente \ la somme s de la série est aussi , dans 
le voisinage de cette valeur particulière , fonction continue de x . 

Considérons à présent une série ordonnée suivant les puissances entières et positives 
de X , c'est-à-dire , ime série de la forme 

(t22) aoy atX , a%oc^ i etc *, 

et soit 0) la limite ou la plus grande des limites vers lesquelles converge, pour des va- 
leurs croissantes de n , la racine n^^ de la valeur numérique de an ou Texpressioa 

{± an)"^ . Conune la limite ou la plus grande des limites de 

I 

sera 

db xox ; 

il est clair que la série (22) sera convergente quand la valeur numérique du produit eox 
sera inférieure à l'unité , c'est-à-dire , quand la valeur numérique de x sera inférieure 

à —, et divergente quand la valeur numérique de x deviendra supérieure à -^. Ajou- 

tons que m sera précisément la limite de la valeur numérique du rapport *"^' , si pour 

an 

des valeurs croissantes de n cette valeur numérique converge effectivement vers une limite 
fixe. On peut donc énoncer ce théorème : 



(47 ) 

8.* Théorème. Si » désigne la limite ou la plus grande des limites de F expression 
I 
( ± Am ) " 9 ou bien encore une limite fixe vers laquelle com^erge , tandisque n croit indé^ 

finiment y la valeur numérique du rapport 

I 

la série (21) sera com^rgente pour toutes les valeurs de x comprises entre les Utnites 

(23) — — , H , 

et dixfergente pour toutes les valeurs de x situées hors de ces limites* 

Si la série (aa) est convergente pour des valeurs nuniérîques de x inférieures à un 

nombre donné c, ce nombre sera nécessairement inférieur ou tout au plus égal à — - ; 

et la série (22) continuera d'être convergente quand on remplacera chaque terme par sa 
valeur numérique. Cela posé , on dédmt immédiatement du théorème 6 la proposition 
suivante : 

9/ Théorème. Si deux séries ordonnées suivant les puissances entières et positives de 
X , savoir 

Iao^ agXj a%x^ j 
boj btX y b%x y • 

sont convergentes pour des valeurs numériques de x it^érieures à un nombre donné c , 

la série 

(^5) aobo , {aobi -f- iiifro) x , (tfo&» ■#• tfi fri •♦• tfaft© )x*, etc 

sera elle-même com^ergente entre les limites 

et ton auraj pour des valeurs de x renfermées entre ces limites , 

1(0© -♦- aix -f- a%x^ •*- ) (fto •♦• biX'^bzX* •♦• ) 
=zaobo'¥'{aobt^atbo)x -^{aobt-^ atbt -^ a%bo)x*'^ etc 

Corollaire i.^ Si deux ou plusieurs fonctions de x représentées par jt^ s, ... sont dé- . 
veloppables en séries cgavei^entes ordonnées suivant les puissances entières et positives 



(48) 

Je X pour des valeurs de x comprises entre les limites — c , «^ c , le produit yz ••••• 
sera , pour les mêmes valeurs de x j développable en une semblable série. 
• £a. supposimt ^ ss £ s= ••• , on (ditient cet autre corollaire : 

Corollaire 2/ Si une fonction de x représentée par y est développable en une série 
convei^ente de la forme 

J^ = ao -f-flg^f -f-tfaX* -H 

pour des valeurs de x comprises entre les limites — c , -f- c , le carré , le cube de j^ , 
et ses diverses pmssances seront, pour les mêmes valeurs de x y développable en de sem* 
blables séries, de sorte qu'on aura 



• 

^» = a©* -H ^doaiX •♦• (:2aoa% •♦• «i*) ar* -♦- etc. 



^^ = tfo'-f. 3ao^aiX<4-(3âo^â»-i-3aotfi^)x«-i-etc. ... , 
esc. »•••• 

10.* Théorèpie. Lorsque deux séries convergentes ^ ordonnées suivant les puissances en- 
tières et positives de x y conservent des sommes égales pour toutes les valeurs numériques 
de X qui ne surpassent pas un nombre donnéy ces deux séries sont nécessairement iden^ 
tiques. 

En effet, admettons que , poiur des valeurs numériques de x inféiieures à c , on ait 
constamment 

ao-^ agX -+- a^x* ■+- ...... =60 -h (^iX-Hi*^:» -h , 

on en conclufa , en supposant xs^o^ 

..... ... . • ■ 

et par conséquent 

ai -♦- ût^ "♦- := ^1 -H ér« ar •+• •••»• , 

puis , en posant de nouveau x = o , . . . 
et ainsi de suite. 



Concevons maintenant que dans la formule (5) on attribue à la variable x un accrois* 
sèment a , dont la valeur numérique soit très-petite, et iilfériem*e à celle de i ^— • x. Cette 
formule donnera 

(»7) I -I- (« -H «)*(;ç + «)»-•- -t- (x •«- «)«-' A '.'2. f-I^JC ? 



( 49 ) 
et , comme on aura 



i-i^x-^A I— x\ I— «x/ 1— X (i — xj)* (i— ; 



on trouvera encore 






» • 



(28) 



(I A ** \ 

— : — •♦••; rrf-7 r, -H .1 ,. 



• • 



puis , en multipliant successivement la somme 

I a a* 

I— X (i — x)» ( I — x)' 

par les différents termes du polynôme 

( 1 — X») — /ifltx""» — (/i)Ba»x«-» — .... — û", 
et ayant égard aux formules (i4) et (26) , on tirera de l'équation (a8) 

-H ( I •*- ax -H 3x» -H ... •♦: (n — I ) x***) c^ 

• t • • ' 

-f-etc. 



(^9) 



ru—! 



T-^Or" / I — r» ttX*-*\ / I*-XW FUT»»*» (nlaX^^^X 

= -*- 17 ^— 1*-*-|; ^—7 -— .1— i Iflt» -•- etc. ... 

D'ailleurs , en vertu du 10.^ théorème , les coe£Scients des puissances semblables de a, 
devront être les mimes dans l^s deux membre de Técpiatîon (39). On aura donc encore 



■ • t • x*^ 

I -f- X •*- JT» -H -H X**"» = — 



I— X 1— X ' 



(3o)f ■ ti-^).^ (i-^)* i-x* 

^ ^ (l— X)5 (I — X)3 (1 — X)» 1— X ' 

etc. .rf.;; . ^ ««)^ 



(5o) 
et généralement 

i-*-(m)m-iXH-(/»H-i)«-,a:*H- ^(n—.i)m-i *'•-'» » 



• (!•• 



D'autre part il est facile de s'affurer que la série 

(3a) 1 , (m)«.,«, {m-t-i)m»tX^j •»,.• (n— i)«.,x*-'* , etc 

qm a pour terme général 

(33) f» •*-'»— Om-t** , 

reste convergente par toute valeur numérique de x inférieure k l'unité. Car, pour dé* 
duire la série (32) de la série (22) , il suffit de poser 

fl«=:(wi-n— i)m-i = (/»-•- n—i)„, 
et Ton trouve alors 

Qr , si Ton fait croître indéfiniment le nombre n y sans changer la valeur de m , la va- 
leur précédente du rapport *"*"' ■ convergera vers la limite o) = i . On aura donc aussi 

— = I , et la série (32) , en vertu du théorème 8 , sera convergente pour les valeurs 

de X renfermées entre des Umites x = «-i, x=-f- i. Donc , pour de semblables va- 
leurs de Xy l'expression (33) et celle qu'on en déduit en remplaçant n par n— -y?» -f- 1 , 
savoir , 

(34) (n);n.iX«-'«-»-« 

deviendront infiniment petites en même temps que — • Par conséquent , si , la valeur 

numérique de x étant inférieure à l'unité , on fait croître indéfiniment le nombre n , 
les quantités 

a:", nx»-* , (/i)aX«-* , (w)m-iX'» -"«•♦•» 

dont les premières sont ce que devient la dernière quand on attribue successivement à m 
les valeurs particulières i , 2 , 3 , ..... convergeront toutes vers la limite zéro , et l'on 
tirera de la formule (3i) 

(35) i-t-(w),„-,jr-f.(7n-f.i)m-i:r»-4-(m4=^)m-,:i^-*- = t- --rj, 

V* — X ) 



( 5i ) 
ou y ce qui revient au même , 

(36) i-*.(m}, -f.(m-f-i)*x»-f-(m-f.2)3a:'5-i- ;;... =— i_ 

On trouvera , par exemple , 



i—x' 



(3;) 

I -H 3 :c -H Ou:* -♦• locr* 



(i— x)* 



"•(i— x)3' 
etc. 

Ajoutons que l'équation (35) ou (36) peut encore s'écrire conmie il suit 

.oox j s w* in(i»-*-i) . in(/»-Hi)(i»-i-!x) , 

(38) (i— x)-'» = n XH ^^ ^x*-i i — - — ^^-r 'X^^ etc. 

Si dans cette dermère on remplace x pai' — :r , on obtiendra la suivante 
, ^ m m(/»-i-i) /n(/n-i-i)(/i»-4-2) , 

qui subsiste , comme la formule (38) , pour des valeurs numériques de x inférieures à 
l'unité. Enfin y si dans la formule (35) on remplace x par — , celle qu'on obtiendra , 

savoir , 

,, ^ / V n^ in(m -4-0 

(4o) [x -H a)-*» = a""» — — a^f^'^x •♦• — ^ — a-'»-*x*— etc 



1 . 1 



subsistera pour des valeurs numériques de x inférieures à celles de a > et sera préci- 
sément ce que devient la formule (2) dû § 2 , quand on y remplace m pai* •— m . 



(52 ) 



§ j. Développements des exponentielles e* ^ A-' . 



Si, dans la formule (6) du § 2 et la foimule (38) du $ 6> 00 remplacé x par a, 
elles donneront 

(i) (i-|.ct)'"=j-i-mflt-i-^-îi-(i — — :)'-♦- -(i_i-y( i_ilH- ctc , 

1.2 \ m/ 1.2.3 \ ni/\ mf ' 

(.) (,-c.)-». = ...,„ccH--^(.*-j*^^(,*_)^.H--j)*etc 

Sî maintenant on fait croître indéfiniment le nombre m , et décroître indéfiniment la 
valeur numérique de a, ^ mais de manière que le produit 



ma, 



converge vers une limite finie x , les divers tétines du second membre y dans chacune 
des formules (i) et (2) , s'approcheront sans cesse des différents termes de la série 

(3) I , » , 



I • 2 ' 1 ,2.3 ^ 



qui restera convergente pour une valeur finie quelconque de Ta variaUé jr . En effet le 
terme général de la série (3) sera 






I • 2- • « •-fi 

et , si Ton pose 

I 

an =-•— \ — , 

le rapport 



.n-4- 1 



convergera y pour des valeiurs croissantes de n, vers la limite 09 = 0. Donc la série (3) 
sera convergente pour toutes les valeurs finies de x comprises entre les limites 



. I 1 

• o o 



c'est-à-dire, pour une valeur finie quelconque de la variable x. Cela posé, en admettant 

que Ton ait 

* - .... .^ ••• -"— 

(4) lim{ma)^x y 



(53) 
on tirera des formules (i) et (a) 

(5) {rifi(i-*-ft)"*sfiifi(i— ft)->"si-*-x-*- H jH- ctc 

Il y a plus. Pour que la formule (4) entraîne la formule (5) y il n'est pas nécessaire 
que m y venant à croître indéfiniment i conserve toujours une valeur cntiéi*e. Car , si 
Ton nomme fjt, une quantité positive , qui croisse indéfiniment tandisque a diminue y 
mais de manière que Ton ait 

(6) Um{fJLa)^Xy 

et m le nombre entier immédiatement inférieur à (Aj alors, m étant renfermé entre les 
deux nombres m, 11S-4-I9 le rapport — , compris entre i et 1-4- — , aura pour limite 
l'unité. Donc la formule (6) entraînera les formules (4) 9 (5) y et conune on auia d'ûUeurs 

^ JL JL 

par conséquent 

on trouvera enc<»« 






(7) fai(i^<t)^=;toyi(i— flcP^si-^x-»-— --f- /^ ^ ■»- ctc. 

La formule (6) sera vérifiée y si Ton suppose 

X 

puisque , dans cette hypothèse y on aura constamment /aa = x . Alors la fonnule (7) 
donnera 



X 



X^ X^ 



t^) lii9t(i-4-tf)^=/im(i— a) * = i -i-x -♦—-♦• r-t-etc -, 

^ i.a 1.2.3 

puis, en réduisant x à l'unité, et nommant e la somme de la série (3) pour xsi , 
en sorte qu'on ait 

(9) e=i-i-i-*- -f- ^H- =217182818 , 

1.2 1.2»^ 



CS4Ï 

on trouvera 

On aura par suite 

X X 

(II) //m(i^a)*=//m(i— «) *=e'; 

et Ton tirera de la formule ( 1 1 ) jointe à la formule (8) 



(12) e^=i-HX-»- •♦- ;r -#- etc. 

r I .2 I .a, 3 



Le nombre e est celui qui sert de base au système des logarithmes qu'on appelle hy-^ 
perboUques ou Népériens^ L'équation (la) qui fournit le ^éveloppemcga^ d'une exponeuT 
tielle de la forme e^ en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de x , 
subsiste , quelle que soit la valeur finie attribuée à la variable x . 

Si 9 a étant positif, on prend x^^ma. y les formules (i) , (2) donneront 

(l^flt)*=I^X-f.-^(l — -i-) ^-— — -(i_-i-)(i— -l-W 

i.2\ m / i.2.o\ m / \ m / 

(i3) j 

(i^>«»a) ^=2 ! -f-jp -f- — I I -^ — y -^ ^1 i-*---*-i I i-*-. — 1 •♦- etc 

i.!i\ m/ 1.2.3 \ "^ 7 \ ^/ 

et de ces dernières, comparées à réquation (1^) , on tirera 

X X 

(i4) (i-*-a)*<f'<(i— fit) * , 

par conséquent 



I 

0C 



(i5) (,^a)«< e <{i—A) *. 

La formule (i5) anbaiste pour «loe valeur positive quelconque d^ a. 

Observons encore qu'en vertu de Téquation (12) , la formule (7) sera réduite à 

(i6) //w(i -H tt)^ = ///n.(i — «)~ = e' . 

Donc réquation (6) entraînera toujours la foi«ittle(i6). 



IS5) 

Soit maintenant A une quantité positive quelconque. Désignons , à l'aide de la lettre 
caractéristique L , les logaritfines pris dans le ^téiiM dent k base est ^ , et à Taide 
de la lettre caractéristique 1 les logarithmes Népériens pris dans le système dont la base 
est e. Enfin soit 

(17) «=1(^)= ' 



L{e) 

le logarithme Népérien de /4. On aura 

(18) yrf = e«, 

et par suite 

I .a I .a.^ 



(19) A'sie**szi-¥-ax^ •♦• •♦• etc. 



ou , ce qui revient au même , 

(ao) A'=:i^xl{A)M L \ JJ ^ — LJ_ii. ^ etc. 

' l.a 1.2.3 



€ette dernière formule subsiste , comme Téquatioii (12) , pour une valevr finie quel« 
conque de la variable x. 



^ Le logarithme j:=L(^) du nombre y ^ dans le système dont la base est A y n'est 
autre chose que re3q>0jsapt x de la puissance à laquelle il faut élever A pour obteiiir jr^ 
c'est-à-dire , la valeur de y propre à vériQer Téquatlon 

yzzA'. 

Cela posé y soient x' = L'(^) et b:^L'{A) les logarithmes de r et de ^, relativement 
à une noufdtle base A" distincte de ^. On aura 

A^A'^ y A'=:A'^'y 

et par suite x'ssbx 

x' 

X 

Donc le rapport entre les logarithmes x'y x de y y dans deux systèmes différents y con-» 
serve la même valeur b , quel que soit y . Si l'on pose en particulier A'sie y on trouvera 

^ '~L{A)~L{e) "Lie)' 



(56) 



§ 8. .Des séries doubles ou midtipks. Nombres de BemouUi. 



Soient 



Ml>oj **!>«> ^I>*> 

(I) ; 



etc. 



des quantités quelconques rangées sur des lignes horizontales et verticales , de manière 
que chaque série horizontale ou verticale renferme une infinité de termes. Le système 
de ces quantités sera ce qu'on peut appeUer une série double , et ces quantités elles- 
mêmes seront les différents termes de la série , qui aura pour terme général 



Um 5 m' 

i 

m , m' désignant deux nombres entiers quelconques. Pareillement on peut imaginer une 
série triple dont le terme général 

U/n j m' , m" 

serait une fonction donnée des trois indices ou nombres entiers m , m' j m" ^ une série 
quadruple ..... et finalement une série multiple dont le terme général serait une fonction 
de divers indices m , m' , m" , m^', chacun de ces indices pouvant recevoir successi- 
vement les valeurs entières 

o,i,a,3,4, 

Cela posé , nommons Sn la somme formée par l'addition d'un nombre fini ou même 
infini de termes de la série multiple , cette somme étant composée de manière qu'elle 
renferme au moins tous les termes dans lesquels la somme des indices est inférieure à 
it , et que jamais elle ne comprenne un tenue correspondant à des indices donnés sans 
renfermer en même temps tous les termes qu'on en déduit en remplaçant ces mêmes 
indices , ou quelques uns d'entre eux , par des indices moindres. Si , toutes les fois que 
les deux conditions précédentes sont remplies y la somme Sn converge y pour des valeurs 
croissantes de n j vers une limite fixe 5 , la série multiple sera dite convergente , et la 
limite en question s'appellera la somme de la série. Dans le cas contraire la série mul- 
tiple sera divergente , et n'aura plus, de somme. Si y dans le premier cas , on pose 



(ï) 5 = 5, 



«T 



(57) 
rn sera 'le reste de la série multiple, et ce reste, qui représentera ce qu'on peut nom* 
mer la somme de tous les termes non compris dans $n j deviendra infiniment petit pour 
des valeurs infiniment grandes de n . Enfin , si l'on pose dans le même cas 



1^0 = 5 



« 7 



(3) 



etc. 



et généralement 

(4) "^n = ^iH-l ^ ^i» j 

la série simple 

(5) 'Vo , v, , vi , 

sera elle-même ime série convergente qui aura pour somme 5, pour teime général i;„, 
et pour reste Ti,. 

Comme , d'après ce qu'on vient de dire , les termes non compris dans la somme $„ j 
se réduir(mt soit aux différents termes dans lesquels la sonune des indices est au moins 
égale il n , soit à une partie de ces mêmes termes , on peut évidemment énoncer la 
proposition suivante. 

i.« Théorème. Une série multiple sera convergente y si dans cette série les termes oie 
la somme des indices devient au moins égale à n , étant ajoutés les uns aux autres en 
tel nombre et en tel ordre que Von voudra , fournissent une somme qui devienne infini- 
ment petite pour des valeurs infiniment grandes de n. Il y a plus. Si tous les tennes 
de la série multiple sont positifs , cette série ne pourra être convergente sans que la 
condition que nous venons d'énoncer soit remplie , et, dans ce cas , on pourra évidem- 
ment , sans détruire la convergence de la série , changer les signes de tous ses termes 
ou de quelques uns d'entre eux. On peut donc encore énoncer cet autre théorème. 

a.* Théorème. Une série multiple est toujours convergente^ lorsque les valeurs numériques 
de ses différents termes forment une série convergefUe» 

Si les différents termes de la série proposée étaient les uns positi£s , les autres néga- 
tifs , il pourrait arriver que la série fût convergente , et que les tennes dans lesquels la 
somme des indices serait au moins égale à n , étant ajoutés les uns aux autres dans un 
certnn ordre , ne donnassent pas toujours une sonmie infiniment petite pour des valeurs 
infiniment grandes de n, cette remarque est applicable même aux séries simples. Ainsi, 
en particulier , si l'on considère la série simple 

,^- I I ï ■ . I I ^ 



(58) 

on aura 

^"^ ** - ' ~ I "^ 3 ~ 4 ■*■ * n * 

et , comme les valeurs numériques des différences 






(8) / V«*i « + »/ 



^n-fS 



etc. 



— 5„=:±(— î î ^— ^) > 

\n-*-i n-4-2 fi-f-3/ 



seront toutes renfermées entre les limites 



(9) 



I .1 1 



•^mm^m mm^^a^m^» 



J — — —^ i • . 

n-f»! /l-4-I /1-4-2 



qui deviennent infiniment petites pour des valeurs infiniment grandes de n , on peut 
affirmer que la somme Sn convergera pour des valeurs croissantes de n vers une limite 
fixe s , et que la série (6) sera convergente. Mais si y au lieu d^ajouter les uns aux autres 
les termes 



III 

^ * * ■ « ± * ^ ■ u • etc. «t.f. 

fi-^i' fi-^a n-*-3 



pris dans l'ordre où ils se trouvent , on venait à intervertir cet ordre en choisissant 
parmi eux des termes «flectés du même signe y par exemple , les suivants 

f I 1 _ i 

n-*-2 i»«t-4 »-«-aii 3n' 

là vakor nomérifpM dt la somme de cm deniien termes j savoir , 



I 



surpasserait évidemment le produit 





"#• ttit* 






n^4 


3r 


»><3« 


I 

"3* 







et cMHttit é^èttù tufiftimeiU petite pour ^s rakurs infiniment grandes de m. 

hon^'MMm série miltiple eit Amiquement composée de termes positib, ^lors, pour que 
la condition énoncée dans le premier théorème soit remplie ^ et par snite pour qu'on 
soit assuré de la convergence de la série , il suffît évidemment qu'en adoptant , pour 
former la somme désignée par Sn y un des différents modes qiû peuvent satisfaire aux 
conditions précédemment indiquées, on obtienne une valeur de Sn qui converge vers une 
limite fixe s , tandisque n croit indéfiniment. De cette remarque , jointe au théorème 2 y 
on déduit immédiatement la proposition suivante. 

3.« Théorème. Nommons Sn la somme formée par P addition d^un nombre Jini ou même 
infini de termes d'une série muitipie , cette somme éuuu composée de manière qu'eUe ren» 
ferme au moins tous les termes dans lesquels la somme des indices est inférieure à n , 
et que jmmms elle ne renferme un terme correspondant à des indices damnés j sans ren- 
fermer en méfne temps tous les termes qu'on en déduit en remplaçant ces mêmes indices 
par des indices moindres. Si , dans un cas particulier où ces deux ct^nditions soient rem-^ 
pUes , la somme Sn et celle qu'on obtient en substituant aux différents termes qui la 
composent leurs i^aleurs numériques , convergent tune et Vautre vers des limites fixes , 
U en sera de mime dans tous les cas , et la série proposée sera convergente. 

Schùlie. est important d'observer que les deux sonames dont il s'agit ici con^ 
▼ergeront vers des limites fixes , si la série (5) et celle en laquelle la série (5) se trans- 
forme lorsqu'aux sommes de termes désignées par Vo j v^ , v% ^ on substitue les 

sommet des valeurs numériques de ces mêmes termes, sont l'une et l'auJtr^ fconverjj^tes. 

Conndérôns , pour fixer lès idées , une série double , par exemple , la .sMe (i). Si 
cette série est convergente, alors, en prenant pour Sn la somme des termes dans lesquels 
les indices offrent une somme inférieure à n , on trouvera 

\^t>) Vn ^ Mo) n ^" W| j ii-i "♦" •••••• "♦" <^«f-i ; ( ^ -Vn jo j 

et la série (5) , réduite à 

(II) Uoy oy '^0 ) I , ^" '*i , o J "o J a ^" '*! 5 I "♦• U% ,09 CtC. ••••• 



se» Ame «élie «impie convergente , dont la somme s ne dîfféocca paa db cdk de la 
aéne douhks. Si, 'dans h mime .tas , on prend pour «« la foonue des èatmes oà k pvemkr 
indice mit ioféri^ur à n , «in ti*Qi«;vm'a 

(la) VMm:iUn90 ^ Umyi ^ Unr% -*• O^, ...,. , 

1 

psur .cooséquoit chacune des séries horizontsdes comprises dans le tableau n.® i sqra con- 
vergente , et les sommes de ces séries convergentes , savoir , 

(l3) llo90 -^Uo,i -»- Moji-#"elC., U|^o-4- Wi^i ■*■ 1*1,1 •♦-etc., Ma,o-»-Iii,i -H Ma,i-HelC., ... 



( 6o) 
forineixxnt elles-mêmes une nouvelle série oonveiigente dont la somme sera encore s. 
Enfin, si Ton prend pour Sm la somme des termes de la série double où le second in- 
dice est inférieur à n , on trouvera 



(»4) Vm = Wo,M H- ll,,„ H- t«»,i, -«- etc. 



par conséquent chacune dos séries verticales comprises dans le tableau n.^ i sera con- 
vergente I et les sommes de ces séries convergentes , savoir 

(i5) Uo,o -»- Uiyo -^ Ms9o -«- etc,,Uo,i •♦• 1*1,1 •♦-n»,! -«- etc. Mo,aH* u,,^ h* Mi,ft«t- etc., ,.. 

formeront à leur tour une nouvelle série convergente dont la somme sera encore s • Ajou» 
tons que du théorème 3 et du scholie placé à la suite de ce théorème on déduira im- 
médiatement la proposition suivante : 

4.^ Théorème. Si des trois séries simples (n), (i3}, (i5) fune est convergente ^ et de- 
nieure corwergente , tandisque Von remplace les quantités iio>o 9 <<i9o > <^09i 9 (^90 etc. 
par leurs valeurs numériques , les deux autres seront pareillement convergentes y et la 
série ( 1 ) sera une série double convergente^ dont la somme ne différera pas de celles des trois 
séries simples dont il s'agit. 

Pour exprimer que s représente la somme de la série (1) supposée convergente, nous 
écrirons simplement 

5 sï 1^0)0 ^ ï^o ) I ^ '*oji "^ etc. ••• 
^" Mijo "^ "1,1 "4" iii , 1 "^ etc. ••• 

(16) 

^ u%yo "^ Miji "^ '^iji "^ etc. ••. 

Soit maintenant z une fonction de deux variables x^ y . Pour que cette fonction soit 
développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances entières et po- 
sitives de X y y y c'est-à-dire , en d'autres termes , pour que z puisse être eonsidéré 
comme équivalent à la somme d'une semblable série , il ne suffira pas , conune on pouirait 
le croire au premier abord , que z soit développable en une série convergente ordonnée 
suivant les puissances entières et positives de x , et le coefficient de chacune de ces 
puissances en une série convergente ordonnée suivant les pms^nces entières et positives 
de ^ , en sorte qu'on ait 

(17) z =«• •♦- W|X -t-ttaX» -♦- etc. ...#., 



(6i ) 

(lo=tfo90 -^ ^0,1^^ -I- ^oyij^ -«- etC , 

(16) \ Ml e tf,,o -«- ^Mi^ -*- ^t9i^^ -^ etc. .;... , 

et par suite 

Hais i en Tertu du tlK^oriiBfi 4 > ^ ieca.<fiec4iveiaeBt déireloppaUe en ausk» fi«i:ie . conver- 
gente ordonnée suiTant les puissances entières et positives de x ^ y ^'\^ veux dire 9 qme 
5 sera la somme de la série double 

^0,05 ^0,1 ^> ''o,a^*, eic , 

at^oX^ aiyiocy^ tfi,»^^*, etc , 

(ao) 

axjoX^y Ux^iX^y-j a%y%x^y*, etc , 

etc , 

â le second nombre de la formule (19) conserve une valeur finie et déterminée , lorsqu'on 
j'i^emplacé les variables x , ^ et les coefficients 

^o 90 j ^o >i j ^o >»> •••» ^170 j ^ijij ^i j t j »•• » (i%y o > ^» y i y ^» j a j ••• > CtC. 

par leurs valeurs numériques. 

Pour édûrcir ce qu'on vient de dire par des exemples, concevons d'abord que Ton 
yeiûlle développer , suivant les puissances entières et positives de x ^ y ^ le produit 

I I 

z = . 

I — X I — y 

Alors y pour des valeurs Ar x ^ y propres à remplir les deux conditions 

(aï) x»< I , j^» < I , 

on aura 

II I X x^ 

(aa) z = = -f- -f- '^ — -f- etc , 

1.^X1-—^^ I — y 1 — y I— ^ 

(a3) -— — =5 I -^y -♦-^» -♦- etc , 



i 



(63 ) 

et par suite 

Or comme la formule (^4) continuera de subsister quand on y remplacera les variables 

x,y par leurs valeurs numériques, on peut affirmer que, si les conditions (ai) sont 

remplies , le produit 

I I 

I — X I — jr 

sera développable en une série convergente ordonnée suivant les pwssances ascendantes 
de X , ^ , en sorte qu'on aura 

I I 
= I -H j' -H >•» -I- etc. 

-H X -H jr H- xy^ -H etc. 

(25) 

X* -H x^y -H x*^» -•- etc. 
etc , 

qu'alors aussi chacune des lignes horizontales ou verticales comprises dans le second membre 
de la formule {i5) offrira une série simple convergente , et qu'il en sera encore de m^me 
de la série simple 



(26) I , X -t-y , X» -H .r^' -H j^» , x^ -H x^jr -h xy* -h y^ , etc. 



j 



ce qu^on peut aisément vérifier en écrivant les divers tcnnes de cette dernière comine 
il suit 

x-^ ^^^^-^ ^^_^ g-^ -y. ^^^ 

X — y X — y X — y x — y 

Considérons en second lieu la fonction 

I 

*• a^HB 

I — X — y 
Si l'on suppose remplies les deux conditions 

(^B) ^* < I , X* < ( I — ^ )* , 

on aura 

, . I I X X* 

(^9) = ^ 7 r -^ 7 r^ -*- etc , 

I— X— j^ i—y {i—y)^ (ï— ^)^ ' 



I 



(63) 



., ^^)i = ' "^ 3^ -f-e/*-*- io^5 -f. etc , 

et par suite 

(31)--— -— j-=:i-4-^-«-^»-+- .. -«-x(i-«-a^-i-3^»-*-..)-HX»(i-*-3j^-i-6j^»-*-...)-Hetc. ... 

Tootefois on ne saurait conelure de la formule (3 1 ) qu'on ait toujours , quand les con- 
ditions (a8) sont remplies 



= I -H ^ -H J^* -H >^ -H fetC. ... 

I —X — ^ 

-♦- X -♦- a a:^ -f- 3 xy^ -f- 4 ^.^' •♦■ ctc« — 
(3^) Y ' -H j:» -i-3x»j^ -I- 6^:*^* -♦- \ox^y^ •♦• etc. ... 

-♦- x^-^i^oi^y •♦- lox*^* -♦- ik^x^y^ -♦- etc. ... 
-f- ctc , 

et qu'en conséquence la série simple 

1, x-f-j^, x*-»-2ay-*-^», x3-f-3 j:*^ -f» 3 xy^ -•- ^^ , etc. 

c'est-à-dire la progression géométrique 



ij x-^y-i (^+^)S (^-»-J^)S etc. 



soit alors nécessairement convergente. Car il est visible que cette progression sera di- 
Tergente y lorsque les variables x , y étant négatives recevront des valeurs numériques 
inférieures à l'unité , mais dont la somme surpassera l'unité , par exemple lorsqu'on 
supposera 



2 



'^- ~ 3 ' ^ -— 3 



et par juite 



^"^^ = —3 



(04) 

Alors cependant les conditions (28) seront remplies. Maîs^ *hM ^^iienuc munâriqv è 
étant inférieure à Tunité y la valeur numérique de x ne «urpaise pw !• pini pcâk ( 
deux quantités 

la formule (30 continuera de subsister , tandisqu'on y rempladt^ letf Varifebki j, 
par leurs valeurs numériques , et entrainera l'équation (3a). 

Concevons à présent que , pour des valeurs numériques de x inférieures à c , la Imcé 

y de X puisse être développée en une série convergente ordonnée suivant les pniaa 

entières et positives de x ^ et que , pour des valeurs numériques de jr infiérienréi ii c*, 

fonction 2 de j^ pmsse être développée en une série convergente ordonnée sittrantlap 

sances entières et positives de^, de sorte qu'on ait, entre les lîmifa*» jr=:^c,r: 

(33) y =z ao '^ atX '^ OaX» -h etc , 

et , entre les limites ^ as — <:' , y ^ac* y 

(34) t =. 60 -^ ftij^ -»- b^y^ -f. etc 



Les quantités ^* , ^' , etc. ... pourront elles-mêmes, pour des valeurs numériques d 
inférieures à c , être d«veWppées en séries contergentei ordonnées suivant lei puiai 
entières et positives de a* , à l'aide des formules 

y» SLUo* -H 2^0^!^: -I- (2flo^» -♦- ^i*) X^ •♦■ etc , 

(35) { y^ =rto' -t" ^ao^ûiX -+• ( 3^0*^1 -h 3aoai*)x* -♦- etc. ..., 

etc 

( voyez le § 6 , 9.*^ tliéorême , corollaire 2 ) , et l'on aura par suite 

(36) z = bo -^ bt {uo -¥- atX -t- a^x^ -h ...) -h 6» (a©* -»- a^ofliX -h ...) -4- etc 

Toutefois on ne devta point Conclure de la formule (36) que s soit dévelopniJble m 
série cohvérgenie ordonnée suivant les puissances entières et positives de a*, et que To 

(37) z = ^o -•- aobt -»- ao^bx -h ... -*- (a,^, -h la^Uibx -1- ,..) x -f- {axht -#- ...)x» -•- 

pour toutes les valeurs numériques de x qui, étant inférieures à c, fournissent des 
leurs numériques de y inférieures à c\ Mais , en vertu du théorème a , la fonnole 
deviendra, pour une valeur donnée de x , une conséquence nécessaire de la formule 



(65) 

Vlél fériftft COIfeipcUes 4aM les kdcOnd^ nHâfthi^ de^ fotiihules {S3) , (S4)' restent tôh-^ 

%É{tflit0ii quattd ^h réAàit «tm^ t«H6e à sa tiiettt Huttrérî^é aprèls «Ttoir ^st^tùé 

lans la première série la valeur dblibéè. de ^ , et datis la sior^onde sètiè \iilè v&lè'ûr de y 

gale à la somme des valeurs numériques des termes de la première série. Or c'est ce 

pli arrivera nécessaifCiTkiêflt , si Ton attribue à x une Valeur numéricjue inférieure ii 

I , et pour laquelle la :somme des valeurs numériques dés termes de la première série 

oit inférieure à c\ On peut donc énoncer la proposition suivante : 

■■ 

5/ Théorème. Supposons que , pour des valeurs numériques de x inférieures à c ^ y 

oit développable en une première série convergente ordonnée suivant les puissances en- 

ières et positives de x y et qi^ j pour dei valeurs numériques de y inférieures à c* y z 

_oit développable en une seconde série convergente ordonnée suivant les puissances entières 

""l pùSiti¥es de y-, % ura dévef^j^Mt ^êh ïihé Hômélk Hérie tmvt/t^nte ëfAêïùliét iuixroht 

9$ puissances èntiènsg et po^ives 4^ ia *èat4àbit ic , fàUr iôtÊtè ^ttbkif de tèîtè vûfîàtfté 

'hoisie entre les limites — c , '^ c de telle manière que la somme de \>aleurs nufhêh'quei 

ks termes de la première série soit inférieure à c* » 

Supposons , pour fixer les idées , 
38) . ^^,^!_^ . 

■bt 

i'^ \ IX 

'39) z = = . 



I — ^ 1 ^- e -X 

!)n tirera de Téquation (38) , pour ut» valeur queléOdqile de \A variable x , 

X x^ x^ 

;4o) y — 'z — "i~T "*" 7-7-7 — «'c 

1 1,6 2.0,4 



ît de la formule (89) , pôW ttte Vafeûï* ntfthM^e dfe y Ififérfëùffe ^ l^uni'te , 

;40 z = I -I- J^ -f-J'» -I- jr3 ^ tic 

^n aura donc 
par conséquent 




(t-t ■*■ ••) "*■ (i9 "*■ -) ^ ^*'- •• 



(66) 

pour toutes les valeurs de x qui rendront ^' < i i c'eit-li-dire pour toute Talent poiititt 
de X , et pour toute valeur négative comprise entre les limites, o» -»ip5o ••• | le nombre 
i,a5o ••• étant la racine positive unique de l'équation 

(44) - -♦- r-T -*- ^ q / * «*<^- •••=', ou — -— s % . 

Or il ne résulte pas de la formule (43) que la fonction 

X 

z = — 



— X 



soit développable , pour toutes les valeurs positives de j: , en une série conTergente or- 
donnée suivant les puissances ascendantes de x , et que l'on ait par suite , en prenant 



(45)1 



— X 



ou , ce qui revient au même y 

fr\ y ^ I £ 3r* j x^ I x^ 

^** 1 — c'^ "" a 6i.2 3oi.2.3.4 4^ I . 2 . 3 . 4 • 5 . 6 "" 

Mais , en vertu du théorème 5 , la formule (4^) ou (43) entraînera l'équation (46) si la 
valeur positive ou négative de x est comprise entre les limites 



— i,25o , -♦- ijiSo 



puisque alors les valeurs numériques des termes de la série comprise dans le second 
membre de la formule (4o) fourniront une somme iofcrieure à l'unité. 

En calculant les coefficients des diverses puissances de x dans le second membre de 
la formule (45) , on s'assure facilement que ceux de la troisième et de la cinquième 
puissance se réduisent à zéro. Or on peut démontrer qu'il doit en être de même des 
( oeHicients de toutes les puissances de degré impair supérieures à la première, c'est-à-dire , 
cjue ia diflerence 

X I 

(4:) — ^ 



C67) ' 

développée sviyant les puissances entières et positives de x doit uniquement renfermer 
à!t% piùssancer de degré pair. En effet cette différence pouvant s'éciire comme il suit 



«8) -X 



I I -4- C"* 



I X\t^'^t */ 



î I -^e--«^ a i[ «i: 



ne change pas de yaleur, quand on y change le signe de x . Son développement, devant 
jouir de la même propriété , ne saurait renfermer les puissances impaires de la variable x. 
Observons encore que l'expression 



(49) TT-- 



_c-— c-x x^ x^ X* X* 

X H r-«- 5 — 7 — 'tt -*- etc. I H 5 H 5 — r-^ -H etc. 

1.2.0 1.3.0.4*0 2.0 2.0.4<^ 

pouyant être présentée sous la forme 

(x» x*^ \ / ^* ^* \* 

2.3 2.3.4*5 "/ \2.3 2.3.4*5 *'/ 

pour toute valeur numérique de x inférieure au nombre 2,179 ... c'est-à-dire à la ra- 
cine positive de l'équation 

x^ x^ e' — e"-^ 

^^^ T73 * TTïTTs ^ "'' ='' ^" -^r-=^ 

sera dans ce cas , en vertu du théorème 5 , développable en une série convergente or- 
domiée suivant les puissances ascendantes de x. Donc la fonction 



X .r 

e » — e~~ 



X 

que l'on déduit de l'expression (49) , en remplaçant ac par — , et par suite l'exprès- 

2 

sion (48) seront développables en séries convergentes ordonnées selon les puissances en- 
tières et positives de la variable x pour toute valeur numérique de cette variable infé- 
rieure au nombre 4y^5 ... = 2 (2,179 ... ) . Donc la formule (46) subsistera, pour toutes 
les valeurs de x comprises entre les limites 

j:= — 4>^5 , X = 4?^^ 



(6ft)t 
U j a pliuu C<tinme >, pMW 4e t^Ika wlew» «k « » le pnufdbit de Ir 

I 

2 6i.t2 3oi.ii.3.4 4^'*^*^94*^*6 



par la différence i ^ e~^ u laquelle on peut toujours substituer son développement , 
savoir , 

se réduira identiquement à x , en veilu de la formule (46) , on peut affirmer que cette 
formule subsistera pour toute valeur de x infcrieiu*e au nombre c , si ce nombre est 
tel que la série 

IX* t X* I x^ 



' ? ^ "^ j â" ~ T > ."" 2.. , ^ 2 > y /^ T I 5 2 F""Z 7 ®^' 



2 



' 61.2' ' 3o I . 2 . 3 . 4 ' 43- L • 9 • 3 •. 4 •* ^ • ^ 



reste convergent^ entre les limites :r = -^ c , x 7 c . Donc , par suite , la liprmule 

e* -H e"Jf __ 1 2* X* I 24 x4 I 2^ x^ 

er —- 6-^ "" 6 I. . 2 3o i . g( . 3 . 4 4^ ï • ^ • ^ • 4' 5.'» 6 "" ' 

que Ton déduit de l'équation (46) , en y remplaçant x par 2x, subsistera pour toutes 
les valeurs de x comprises entre les limites x = — 2c, x=:2c. Nous prouverons plus 

tard que le nombre c y dont il s'agit ici , est précisément égal à — . 
Quant aux facteurs numériques 



qui, dans les seconds membres des formules (46) et (5i), se trouvent pris tantôt avec le 
signe -4- , tantôt avec le signe i— , et multipliés par les divers termes des développements 
des fenotioiis 



' — I et — —* I 

2 2 



ils sont ce qu'on appelle les nombres de Bemoulli. 



'xmf^a^mmi^^^^v^^ 



(69) 

$• 9* Sommation des puissances entières des nombres naturels. 
Volume d'une pyramide à basé quelconque, 

A Taide det prindpei établis dans les paragraphes précédents , on peut aisément dé- 

temûiier la sonune det m"*'' puissances des nombres naturels 

• 

ï j ^ , 3, n, 

savoir, 

( I ) I -H 2»» -^ 3"» -4- -H n'» = S ( n*" ) . 

En effet , comme on a 

n(n-»-i) = n»-*-/i , 

/i(/i-«-i)(fi-«-2) = /i^ -f- 3n* -«- 2n , 
/i(m-*-i) («-♦-2) («-♦-3)=n*-»-6n^-f- 1 in*-*-6fi , 

etc 

les fonnules (i5) du § i.**^ donneront 

2 

S (..)^S(n) = »(""') ('-"-) , 

5 
etc 

et par consé<{uent 

2 



(3) 



c,_.x _ »(n-i-i)(w-f-2) n(ii-t-i) _w(/i-i-i)(aM-»-i) 
S(«)_ -— « —^ , 

c^-.^ - w(w*-i)(«-»-2)(«-»-3)(w->-4) 3 nK^MXartH^) , , ^ , 
ain«j ; = — — rt'(rt-«-i)»— 11 -. _3n(n-M), 

etc 



ou f ce qui revient au même , 



1 -^ a -♦- 3 



( 70 ) 



/i(n-f- 1 ) 



(4) 



4-H9 



1-H16-4-81 

etc 



n» = 



^n(n -♦- 1 ) (2/1 -♦- j) 



1 . 3 






fi(fi-4-i)(a/i-«-i) (3/1* -•- 3/1— I ) 

"*= 17375 ' 



11 est bon d'observer qu'en vertu des formules (4) on aura 



(5) 



1 -f- 8 -H 27 



/l» = ( I ^ 2 -f- 3 



/l)». 



Ainsi ; en particulier j on trouvera 

I -4- 8 -f. 27 -«- 64 = ( I -f- 2 -«- 3 -^ 4 )». 

On pourrait facilement déduire les formules (3) ou (4) de l'équation (i4) ou (i5) di 
§ 5. Effectivement , si l'on pose a: = /t dans l'équation ( 1 5) du § 5 , on en tirera 



/i"» = /i ( /i -•- I ) ... (/i -f- /w — i) -^ 1 — ^ ' n (n -♦- 1) .... (n -h m —2) -h .. 



I . 2 



(6) 



ll(/l-»-l)(/l-*-2)=F /l (/I -H l)± /l, 



I . 2 



et par suite 



S (/i'w)= S[/i(/i-4-i)... (/i-»-//i— i)] —* — \^ — - — S[/i (/i-»-i) ... (/i-*-/n— 2)]-«- .. 



(7) 



r . 2 



^ 3,.-. am -Hi s[«(ra-H,)(«^.2)]T ^'""' ' S[n(n+i)3±S(n), 

Jl • ^ A 



puis on conclura de cette dernière combinée avec les formules (i5) du § i.^*^ 



S(/i«) 



/i(/i-*- i)...(/i -t-zw) /n — I ^ X , 

= ^ —* /i ( /i -♦- I ) ( /i -f- //A — I ) 

/» -4- I 2 



(8) 



3'""' — 2'»-*-I /l(/l-f-l)(/l-*-2)(/l -♦-3) 2»»»"'— •! /l(/l-*-l)(/l-|-2) /t(/t-l-l) 



I . 2 



4 



i 



( 7» ) 
En opérant de la même nauicre , on tirera de la formule (i4) du $ 5 

« 

S { /!'")= ^^ "^ («••-i) n (n — m -f-a) 

17* H- I 2 

(9) ". 

1.3 4 ' ^ ^ * 

Si , dans l'une des formules (8) , (9) y on pose successivement 

m = I y m =: a , m =: 3 ^ etc , 

on retrouvera précisément les formules (3) ou (4)* 

On pourrait encore faire servir les nombres de Bemoulli au calcul de la somme S(n'"), 
En effet cette somme est évidemment le coefficient de 



^m 



I . 2 • 3 ... lU 



dans le développement du polynôme 



(10) e' -4- e*-*^ -♦- -♦- e"* = e* = 



1 — e 



— JC 



suivant les puissances ascendantes et entières de la variable x. Ou a d'ailleurs , quel 
que soit x , 

(11) e*'— i=nx-»- -♦- r -♦- etc. =x | n -♦- •-♦- r- -♦- I , 

1.2 1.2.3 \ 1.2 1.2.3 / 

et y pour des valeurs numériques de x inférieures à i,25o ( voyez le § précédent) 

• X ^ I IX* I x^ I x^ 

I— c"-»^"" 2 61.2 3o 1.2.3.4 4^*«^»3.4«5«^^ 



les coefficients 

I I I 



S" * 33 ' 42 ^ 



«.••• 



( 7^ ) 
que renferment le troisième terme et les suivants , étant précisément les nombres de 
Bernoulli. Cela posé on tirera de la formule (lo) , pour des valeurs numériques de x 
inférieures à i,25o , 

/i^xS(rt)-H — S(/i*)-H r» s (/i3) -H ... -H -^ S(n«)-H etc 

^ ' 1.2 1.2.3 1.2 ..m 



(i3)« 

(w» n} X* \ / I IX* I x^ I x^ \ 

2 3 1.2 ' / \ 2 6 1.2 3o 1.2,3.4 ^ik 1.2,3^,5.5 ""/ 



puis , en développant le second membre de la formule ( 1 3) suivant les puissances ascen- 
dantes et entières de la variable x , et égalant entre eux les coefficients des puissances 
de même degré renfermées dans les deux membres, on trouvera 

2 2 

-, , n} n* n n ( n -f- i ) ( 2 n -#- i ) 

'^526 3o 2.3.5 

etc 

et généralement 

(i5) S(rtm) = J^ ^—. 

/7i -#- 1 2 

1 m I m(/n— i)(m — 2) , i m (w— i)(m — 2)(/w — 3)(m — 4) r 

61 3o 2.3.4 4^ 2.3.4*5.6 

Les deux premières des formules (4) ou (i4) fournissent le moyen de calculer le nombre 
des boulets dont se composent des piles à base caiTée ou rectangulaire telles qu'on les 
construit dans les arsenaux ; et d'abord , si des boulets sont distribués dans plusieurs 
couches superposées de manière à figurer une pyramide a base carrée , le nombre des 
'boulets compris dans cette pyramide se trouvera évidemment déterminé par la seconde 
des formules (i4)* De plus, si le carré qui servait de base à la pyramide, et dont chaque 
côté renfennait n boulets , se change en un rectangle dont les deux côtés renferment 



( 73 ) 

le preaùcr n, le second n-i-m boulets, et la pyramide elle-même en un prisme 
tronqué terminé supérieurement non par un boulet unique , mais par une file de m -i- 1 
boulets placés à la suite Tun de l'autre , le nombre total des boulets contenus dans le 
prisme tronqué sera évidemment 

m-#-i -♦-2(w-t-2)-#-3(/ii-i-3)-*- ^«(/w-H/i) 

= m s («) * S( «») =^« + îiiy-i\ s (n) , 
ou , ce qui revient au même , 



( an -I- i\ 



La formule (i6) fournit la règle connue, en vertu de laquelle on obtient le nombre des 
boulets que contient une pile à base carrée , en multipliant le facteur 

n (n -♦- i) 



c'est-à-dire , le nombre des boulets compris dans Tune des faces obliques et tiiangu- 
laires de la pile , par la somme 

c'est-à-dire par le tiers du nombre des boulets compris dans Tarête qui termine la pile 
et dans les côtés de la base parallèles à cette arête. 

Si, après avoir divisé par r»+< les deux membres de la formule (8), (9) ou (i5), on fait 

croître indéfiniment le nombre n , le rapport — et ses diverses puissances s'approchant 

alors indéfiniment de la limite zcro , on trouvera 



(>7) 



limll^ = 



W»»-f-i //t -4- I 

Aiosî^ eu particulier , si Ton pose successivement m s= i ^ m =; 2 , etc. ... on trouvera 

(.8) lim iiiil = 1 , 

^ n» 2 ' 

(-9) hm-^^j, 



( 74) 

On peut appliquer lei formule! (i 6) et (19) à réraluation de la luiiace d'tm triaogk 
ou de la iolidité d'une pjramide ^ en opérant comme il luit . ^ 

Considérons d*abord un triangle dont la base soit B et la hauteur H. Diviaoni cette 
hauteur // en n parties égales à 

(20) A = — 

n 

par n — i droites parallèles à la base B . Les portions de ces droites qui se trouveront 
renfermées dans le triangle seront respectivement 

b ^ ib y 3fr , (rt — I )^ , 

la valeur de b étant 

(21) ^= — . 

n 

Cela posé , concevons en premier lieu que les deux angles du triangle adjadents à la 
base B soient aigus. L'aire du triangle sera évidemment supérieure à la somme des aires 
des retangles inscrits qui auraient pour bases les longueurs 

bj 2b, 3b j (n*— 1)6, 

et inférieure à la somme des aires des rectangles circonscrits qui auraient pour bases les 
longueurs 

by ib j 3fr, (n — i)^, nb ^ B j 

la hauteur de chaque rectangle inscrit ou circonscrit étant la distance h entre deux pa- 
rallèles consécutives. Donc si l'on prend pour valeur approchée de Taire du triangle h 
somme des aires des rectangles circonscrits , savoir j 

(22) bh -H 2bh -H ^-nbhszbh S(n) = ^-^ BH , 

Terreur commise sera inférieure & Taire nhh = — du plus grand des rectangle dr- 

BH. 

conscrits. Si maintenant on fait croître indéfiniment le nombre n , Terreur conunise 

n 

décroîtra sans cesse ^ et la limite de l'expression (21) , qui sera , en vertu de la for- 
mule (i8) , 

(23) 1 BB , 



( 15) 

la véritable valeur de Taire du triangle proposé. 

Si l'un des angles adjacents à la base B devenait obtus y on arriverait encore «ux 
mêmes conclusions en substituant aux rectangles ci<-dessus mentionnés des parallélogrammes 
construits sur les mêmes bases , et dont les côtés pourraient être parallèles à l'un des 
côtés du triangle donné. 

Considérons à présent une pyramide à base triangulaire ou polygonale. Nonmions £ 
la base de cette pyramide , H sa hauteur , et divisons cette hauteur en n portions 
égales à 

par n •— I plans parallèles à celui de la base B, Les sections faites par ces plans dans 
la pyramide seront semblables à la base B , et les aires de ces sections seront respec- 
tivement 

à , 4^> 9^p (« — 0'^ y 

la valeur de b étant 

(a5) ^ = 4 • 

Cela posé , le volume de la pyramide sera évidemment supérieur à la somme des vo- 
lumes des prismes inscrits qui auraient pour bases les sections dont il s'agit , et infé- 
rieur à la somme des volumes des prismes circonscrits qui aiuraient pour bases les mêmes 
sections et la base de la pyramide , la hauteur de chaque prisme étant la distance h 
entre les plans de deux sections voisines , et ses côtés étant parallèles à une droite menée 
de Tun quelconque des points intérieurs de la base B au sonmiet de la pyramide. Donc , 
si l'on prend pour valeur approchée du volume de la pyramide la sonune des volumes 
des prismes circonscrits , savoir , 

(26) bh -H 4bh -H 9^^^ -H -H n^bh =bhS (/i») = Ai^ BII , 

pff 
Terreur conunise sera inférieur au volume n^bh=^ du plus grand des prismes cir- 
conscrits. Si maintenant on fait croître indéfiniment le nombre n. Terreur commise 

n 

décroîtra sans cesse, et la limite de l'expression (26), qui sera, en veitu de la formule (19), 

(»7) J ^^ , 

oiFrira la véritable valeur du volume de la pyramide proposée. 



( 76 ). 

§ to. Formules pour P évaluation des logarithmes. 
DiveloppemerU du logarithme â^un binôme. 



m - 

En prenant les logaiithmes Népériens des quantités que renferme la formule (t5) du 
7 .* paragraphe , on en conclut 

On auia donc , pour des valeurs positives de a, j 

(2) 1 ( I -H ût )< ce 

et 



(3) 



_l(._,)=.l(^)>,. 



Ajoutons qu'en vertu de laiormuLe (lo) du 5.® paragraphe chacun des deux rapp<^ts qui 
constituent le premier et le dernier membre de la formule (») , aura pour limite rmûlé, 
quand a deviendra infiniment petit. 

Soient maintenant x une quantité quelcojujue^ n un nombre entier très-considérable, et 

(4) «:=J. 

Le binôme i -•- :r sera le dernier terme de la progression arithmétique 

(5) I , 1 -#- ec , I -#- 2ec , i -♦- (n — i) ec , i -«- /la , 

et Ton aura identiquement 



(6) 



.(. .., = .(i^")..(i^). *.(,^:i?^). 



D'autre part, m étant un nombre entier compris entre les limites o , n, on aura 



l-f-mit l«t-/7»(t' I-t-(/7»-l-l)« I-**(/7»-l-l)«' 



(77 ) 
et par (nite lu formule* (a) , (3) donneront , pour det valeur* potitivei de x , 



(8) 






m a 



(^ 






)>T 



(//» -♦• l)* * 



De ces dernières combinées avec la formule (6) on tirera 



(9) 



5l<l(i-^a:)<9», , 



les Taleurs de 91 , 9 1 étant respectivement 



(lO) 



91 = 



I -H « I -•- 20t 



I -♦• (n — i)ec I -#- /i0t 



(«0 



«1=: A 



I -f- « 



1 -♦- (/i _ a)flt I -♦.(n_j)flt * 



Lorsque x et par suite a deviennent négatifs , la formule (9) doit être évidemment 
remplacée par la suivante 



(12) 



9l>l(i -hx)>9l.. 



Si Ton prend pour valeur approchée de 1 ( i -t- a* ) la quantité 91 ou la demi- 
9l-t.9l. , 



somme 



j c'est-à-dire , si Ton pose 



(i3) 1(1 ^x) = 

ou bien 



I -#- ec I -«- 2a 



I * (n — I )flc I -f- n« 



(i4) l(i^.x)=-«^— ^-•-.-^ 



I a 



I-+-(/l — 2)* i-^(/|_i)a 2 l-#-Wflt^ 



il est dair que l'erreur commise ne Ihrpasscra pas y dans le premier cas^ la valeur nu- 
mérique de la différence 



(i5) 



91, — 9l = <t-. 



OLX 



X* 



I-HX I-HX n(l-HX)' 



■• 



(78) 
et, dans le second cas, la moitié de cette valeur numérique. Donc cette enreur 
infiniment petite pour des yaleurs infiniment grandes de n , ou , ce qui reyient au même 
pour des valeurs infiniment petites de a , et 1 ( i -i- x ) aura exactement pour valear 
la limite vers laquelle converge le second membre de la formule (i3) , tandisque « 
s'approche indéfiniment de la limite zéro. 

Lorsque la valeur de x est renfermée entre les limites —-f , -i* i, c'est-à-dire, lorsqu'on a 

(i6) ' X» < I , 

alors , en désignant par m un nombre entier inférieur ou tout au plus égal à n , on 
a généralement 

(17) =a —ma» -f- m»«* — m'a* -•- etc. ... , 

' I -•- ma 

et par suite la formule (i3) donne 

(18) l(i -H x) =na — a» S (n) -»• a' S(n») — a* S(n») -#• 



ou 9 ce qui revient au même , 



(19) 1 (i H- x) = X — X» — ^ -♦- x3 "^'l ' — j:4 ^'" ' -H etc. 

n» 



n} n4 



Si maintenant on fait croître indéfiniment le nombre n , alors , en ayant égard aux for- 
mules (17) , (18) du § 9 , on réduira l'équation (19) à la suivante 

.T* :r' x* 

(20) 1 (i -♦- x) = x — — -»- -^ — -T" -^ ctc 

204 



Cette dernière fournit la valeur exacte de 1 (i -i-x), toutes les fois que la valeur nu- 
mérique de X ne surpasse pas l'unité. Alors la série 

, ^ X* X^ X4 

(^0 ^y~—* T*""T' ®*^ 



est nécessairement convergente ; ce qu'on peut démontrer directement , attendu que, k 
coefficient an de x» , dans cette série , étant réduit à 



( — ly^- 

^-= n 



(79) 
la Tileiir numéricpie du rapport — ^^^ sera la fraction 



n-t- 1 I 
=5 t -♦- — 



n n ^ 



qui , pour dei valeurs croissantes de n, s'approche indéfiniment de la limite i. Ajoutons 
que la série (ii) sera encore convergente pour x = i ^ et qu'on aura par suite 

{21) 1 ( 2) = 1 — - -♦• — — 7- -H etc , 
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mais qu'elle deviendra divergente pour x :â i— i , ce qu'il était facile de prévoir , 
puisqu'on a 

(23) l(o)= — oc. 

Enfin , si y dans la formule ^20) , on remplace x par •— x , on en tirera 

, / 1 \ x^ x^ x^ 
(a4) -l(,~x)=l(^— ^^ = ;r + _+-H.-+etc 

Lorsqu'à l'aide des formules (i3) ^ (i4) ou (20) on aura calculé la valeur exacte ou 
approchée de 1 (i -4- x); pour en déduire ceUe de L (i -^ x) , la lettre L indiquant 
un logarithme pris dans le système dont la base serait non plus le nombre e y mais un 
autre nombre quiconque A yH suffira de recourir à l'équation 

L(if x) _ L(e)_ L(^) _ /.>-_L. 
l(i-^x)- l(e)"- l(^)-'-^^^-l(^) ' 

de laquUe on tire 

(a5) L(i+x) = L(e)l(i-Hx), ou L ( 1 1- x) = îi^^p . 

X 

Si dans les formules (20) et (25) on remplace x par -^ elles donneront , pour des 
valeurs numériques de x inférieures à celles de a y 

m 

^ . X X* X^ X^ 

(a6) l(a-4-x) = l(a) H --•- 5—3 — 7— -♦• etc , 

et. 

(.7) I'(«-»-^)«M*>-«-(^-^-*-^-^*— )l'(0- 



(8o ) 



§ I T . Dcveloppemeni d'une puissance i/uelconquè d'un binôme. 



Comme on a identiquement ^ 

(i) I -^x = c'C'+'), 

on en conclura y en ayant égard à la formule (20) du § i o ^ et supposant la iraleur nu- 
mérique de X inférieure à l'unité , 

X* x^ x^ 

(\ X ^^"^ ^^^ ^" "^T" ^*^" "^^ ^^ v*C» ••• 



On aura donc alors , quelle que soit la valeur positive ou négative de l'exposant /« y 






et par suite 



(x^ d[^ x^ \ 






OU , ce qui revient au même , 



(5){ 



Or , dans l'hypothèse admise , la somme 






conservera une valeur finie et déterminée quand on remplacera les différents termes dont 
cette sonune se compose par leurs valeurs numériques; et l'oa pourn en dire autant 



(8i ) 

des sommes que renferment les seconds membres des formules (4) et (S), Donc alors la 
formule (5) entraînera la suivante « 



(6)1 

qui se réduit à 

« 

(7) {ï'%'xy=:i'*'iJLX'h^-^ Lx^^Ziyi !yi /x'-f-i-i^- iiîl— -iiîIZzix^^. etc... 

' i.a 1.2.3 1.2.3.4 

Pour déterminer immédiatement le coefficient de or" dans le second membre de l'équa- 
tion (7} , il suffit d'observer qu'en vertu de la formule (4) ce coefficient sera une fon- 
ction entière de fi du degré n ; et que le même coefficient y devant se réduire évidem- 
ment à zéro pour les valeurs 0,1,2,3, n — i de l'exposant /a , puis à l'unité 

pour fjLzzn j se confondia nécessairement avec le rapport 

m(m— (m— yt ■»■ 1) 

1.2 n ' 

t^est-à-dire avec la valeur de u que fournit l'équation (3) du § 5 , quand on y substi- 
tue la lettre /li à la lettre x. 

Si dans l'équation (7) on remplace x par — x et /a par — «/a , on obtiendra la 
suivante 

(8) (i— x) ^^i^ixx-^^-^ ix^^C}Sl LlSZ ix^^-etc 

I .2 I .2.3 



Cette dernière formule subsiste , comme l'équation (7) , pour des valeurs numériques 
de X comprises entre les limites 



j: = — I • xzi i . 



l Ton considère en particulier le cas où l'on a 



M=J, 



C8i ) 
les formules (7) et (8) donneront 

I 1.3 . 1 .3*5 

et 



. x-^ I ï 1 .3 , 1 .3.5 ^ ^ 



. V / X--— ï i«3 • 1.3.5 . 1.3.5.7 .^^ 

^ ^ ^ 9 1.4 2.4*0 a.4*o«b 



L'équation (9) fournit le développement en série de la racine carrée du biQome i -t-or, 
quand la valeur numérique de x est inférieure à l'unité. De même ^ en posant succes- 
sivement /A= 7 % ^^T ' ^^^'*' ^^ d^diûrait de l'équation (7) les développements 

en séries de la racine cubique , de la racine quatrième 9 etc.. de ce même bineme. 

Concevons à présent que l'on {généralise les notations employées dans le § i.*'^, et que 
Pon désigne par 

(m)i. et [/a]. 

les coefficients de x** dans les développements des binômes 

I 

suivant les puissances ascendantes et entières de x , /x représentant une quantité quel- 
conque et n une quantité entière, positive nulle ou négative. Alors on aura, pour n>o, 

_ M(a^— (fi — n-^i) 

^^^'^ ' i.a n ' 

[m]«= TTZZn -(/*-^n— 1)«, 



« 



pour n = o 9 lors même que fi deviendrait nul , 

enfin , pour n<o , 

(i3) (^), = [M]» = Oi 

et les formules (7) , (8) pourront s'écrire comme il suit 
(i4) (1-4- x)'* =i.4-(iLt),x-4-(M)ia:*-^-ctc...., 
(i5) (i— x)*^=i-^ [>]iX-f- [M]iX»-f- etc 



(83) 

Si y dans Véqua^ôn (;), on remplace x par —, on obtiendra la suivante 
(i6) (fl-f-X) aed'^'4-jLttf'^ X4-i-^-î- ^a*^ Jp*4«etc 



I .2 



Cette dernière , qui subsiste pour des valeurs numériques de x inférieures ii celles 
de a , est précisément ce qui devient la formule (a) du § 2 > quand on y remplace 
m par /a. 



§• 11. lyîgonométrie. 



Une longueur, comptée sur une ligne droite ou courbe, peut, comme toute espèce de 
grandeurs , être représentée soit par un nombre , soit par une quantité positive ou né- 
gative ; savoir par im nombre lorsqu'on a simplement égard à la mesure de cette lon- 
gueur, et par une quantité, c'est-à-dire , par un nombre précédé du signe -f- ou -» , 
lorsque Ton considère la longueiu* dont il s'agit , comme portée à partir d'im point fixe, 
sur la ligne donnée , dans un sens ou dans un autre, pour servir soit à l'augmentation 
soit il la diminution d'une autre longueur constante aboutissant à ce point file. Le point 
fixe dont il est ici question , et k partir duquel on doit porter les longueurs variables 
désignées par des quantités , est ce qu'on appelle Porigine de ces mémeâ longueurs. On 
peut choisir à volonté le sens dans lequel on doit compter les longueurs désignées par 
des quantités positives ; mais , ce choix une fois fait , il faudra nécessairement compter 
dans le sens opposé les longueurs qui seront désignées par des quantités négatives. 

Dans un cercle dont le plan est supposé vertical, on prend ordinairement pôuf 6ri^ 
gî&é des atcs l'eUtt'émité O du rayon tiré horizontalement de gauche k droite ; ^ c'est 
en s'élevant au-dessus de ce point que l'on compte les arcs pôsitife ^ d'ést-à^dirè ^ tenu que 
Tdn désigne par des quantités positites. Dans le même cercle, lors^Joe le l*àjoii se i^édiilt k 
Fuuîté , la quantité positive ou négative ^ qui représente un are sert en Inême tétnp§ à 
représenter l'angle au centre compris entre les rayons menés à l'origine et à Vétièrénâté de 
eét *fc* Alors 9 pour obtenir ce qu'on nomme le sinus ou le cosinus dé l'àré ou âè l'ÀbgîIe 
j y il «ofiGt de pfojetter orthogonalement le rayon mené à l'extrémiié de l'art i/» snf le 
diamètre vertical ^ a.* sur le diamètre horizonteL Si on prolonge ee même rayon jusqu'à 
la Mneontm des tangentes menées à la circonférence par le point O éri^Ae dee arcs et 
ftf Vextrénûtd supérieure P du diamètfe vertical , les parties de ce9 tangentes intercè{h- 
tées entre la droonSérence et les points de rencontre seront ce qu'on appelle k tangente 



' (84) 

et la cotangerue trigonométriques de Tare s. Enfin les longueurs comptées sur le rayon 
prolongé entre le centre du cercle et les points de rencontre seront la sécante et le co- 
sécante du même arc. Les sinus et cosinus y tangente et cotangente , sécante et cosécante 
d'un arc ou d'un angle s sont ce qu'on nonune ses lignes trigonométriques. On désigne 
encore quelque fob sous ce nom deux longueurs appellées sinus verse et cosinus 'verse 
dont la première est comprise entre Torigine de Tare s et la projection de l'extrémité 
de cet arc sur le diamètre horizontal , tandisque la seconde est comprise entre l'extré-* 
mité supérieure du diamètre vertical et la projection de l'extrémité de l'arc sur le même 
diamètre. 

Si l'on représente suivant l'usage par 



Tt = 3,1415926 



le rapport de la. circonférence au diamètre, la circonférence entière, dans le cercle qui 
a pour rayon l'unité, sera exprimée par 2 7r, la moitié de la circonférence par ;r, et 

le quart par — . Cela posé , il est clair que, pour obtenir l'extrémité de l'arc 



2.nn ou 5 — a n^ 



[ n étant un nombre entier ] , il faudra porter sur la circonférence à partir de l'extré- 
mité de l'arc s , dans le sens des arcs positifs, ou dans le sens des arcs négatifs, une 
longueur égale à -an^r, c'est-à-dire , parcourir n fois la ciixonférence entière dans un 
sens ou dans l'autre , ce qui ramènera nécessairement au point d'où l'on était parti. 
Il en résulte que l'extrémité de l'arc 

5 ± 2 WTT 

coïncide toujours avec celle de l'arc 5, et que ces deux arcs ont précisément. les mêmes 
lignes trigonométriques. 

D'après ce qui a été dit ci-dessus , le sinus et le cosinus verse d'un arc se mesurent 
sur le diamètre vertical , le cosinus et le sinus verse sur le diamètre horizontal , la 
tangente trigonométrique et la cotangente sur les tangentes menées à la circonférence par 
l'origine des arcs et par l'extrémité supérieure du diamètre vertical, enfin la sécante et 
la cosécante sur le diamètre mobile qui passe par l'extrémité de l'arc. De plus le sinus, 
le cosinus , la sécante et la cosécante ont pour ori^e commune le centre C du cercle, 
tandisque l'origine O des tangentes et des sinus verses se confond avec l'origine des arcs, 
l'origine P des cotangentes et des cosinus verses étant l'extrémité supérieure du diamètre 
vertical. Enfin on est généralement convenu de représenter par des quantités positives 
les lignes trigonométriques de l'arc s dans le cas où cet arc est positif, et moindre 
qu'un quart de circonférence-,, d'où il suit que l'on doit compter positiiremènt le sinus 



^ 
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ftt h ikiigenU die bas en kant f 1« eosimis verse de haut en bas , le cosinus et la co^ 
tVDgente de gauche à droite ^ le siaus yeise de droite à gauche ^ enfla la sécante et la 
cosécante dans le sens du rayon mené à l'extrémité de l'arc s. 

Eu partant des principes que nous venons d'adopter , on reconnaitra immédiatement 
fttB k tÎBVt xcrse et le cosinus verse sont toujours positifs ; et de plus on détemûnera 
«uu pdne les signes <|ui doivent afiecter les autres lignes tiîgonométriqu£s d'un arc 
dont l'extréiiiitc est donnée. Pour rendre cette détermination plus facile , on conçoit le 
eetck diriaé en ({uatre parties égdea par les diamuètres horizontal et vertical \. et ces 
^pMtie pirtks sont respectivemesl désignées sous le nom de jHremiery second , troisième 
et quatrième quarts du cercle. Les deux premiers quarts de cercle sont situés au-dessus 
dtt dÎAMètre horizontal, savoir le premier à droite et le second à gauche* Les deux 
derniers sont situés au-dessous du même diamètre ^ savoir le troisième à gauche et le. 
quatrième à droite. Gela posé , si Ton cherche les signes qui doivent être attribués aux 
divesses lignes trigonométriques d'un arc autres que le sinus verse et le cosinus verse y 
suivant que l'extrémité de cet arc tombe dans im quart de cercle ou dans un autre , 
on trouvera ^e ces signes sont respectivement 



dans le i.«r quart do cercle , dans le a.' , . dans le 3.« , dans le 4-* 



pour le ônus et 
la cosécante 

pour le cosinus et 
la sécante 

pour la tangente 
et la cotangente 



I 

t 

I 



On peut renuurquer à ce sujet que le signe de la tangente et de la cotangente est toujours 
le produit du signe du sinus par le signe de cosinus. 

Deux arcs représentes par deux quantités s , t sont appelles suppléments l'un de l'autre^ 
lorsqu'on a 

Ils seront compléments l'un de l'autre , si l'on a 

Alors on se trouvera évidemment ramené à l'extiémitc de l'arc 
(3) 5 = --t, 
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si Ton porte son domplément l, dans le sens où Ton comptait primitÎTeiiiêBt les arct 
négatifs , non plus à parti» de Forigine commune O des arcs et des tangentes , mais à 

partir de Torigine P des cotangentes qui coïncide avec l'extrémité de l'arc — • Donc à 

la place d'un arc 5 on obtiendra son comfdément t j û y l'extrémité de l'arc restant 
la même j on transporte l'origine de cet arc de O en P , et si l'on conTÎent en même 
temps de compter les arcs positifs non plus dans le sens OP^ mab dans le sens P0« 
D'ailleurs en opérant ainsi , on échangera évidemment le rayon C O mené à l'origioe 
des tangentes et sur lequel se mesuraient les cosinus positifii contre le rayon CO mené 
k l'origine des cotangentes et sur lequel se mesuraient les sinus positUs* Donc lé cosinuiy 
la cotangente et la cosécante de l'arc 5 se confondront avec le sinus , la tangente et la 
sécante de son complément t y en sorte qu'on aura généralement 

(4) CCS 5 = sin / — — 5 l , cot 5 = tang ( — — 5 j , coséc 5 = sec ( — — sj . 

Gomme , dans le triangle rectangle qui a pour hypotliénuse le rayon , et pour second 
côté le cosinus ou le sinus, le troisième côté est éyidemment égal au sinus ou au cosinus, 
on peut affinner que le sinus et le cosinus d'un même arc s sont liés entre eux par 
l'équation 

(5) sin* s -♦- cos* f = i . 

De même, en considérant le triangle rectangle qui a pour côtés la sécante, la tangente, 
et le rayon mené au point O , ou la cosécante , la cotangente , et le rayon mené au 
point P, on trouvera 

(6) séc* j s= I -f- tang^ s , 
ou 

(7) coséc»^=i -t-cot**. 

Ajoutons que , ces triangles rectangles étant semblables entre eux , les côtés du premier 
ou les valeurs numériques de 

cos s y sin 5 , I 

seront proportionnels aux côtés du second , c'est-à-dire aux valeurs mmiériques de 

I, tang 5, séc 5, fî^^ 

et aux côtés du troisième , c'est-à-dire , aux valeurs numériques de 

cot s y I , coséc s 
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Donc kt yakurs numériques des lignes trigonomé triques 

tang 5 , sec s j cot s , coséc s 

seront respectivement égales aux valeurs numériques des rapports 

sin s I ces s I 



cos s ' cos 5 ' sin 5 ' sin 5 ' 

et comme elles seront positives ou négatives en même temps que ces rapports , [voyez 
ci-deifas le. tableau relatif aux signes ] , on aura nécessairement 

.^. sin 5 . i ^ cos 5 , 1 

(8) tang s = , séc s = , cot 5 = — : — , coséc j =? -r 



cos 5 cos s sm ^ sm 5 

£nfin siv s et cosiv s , c'est-à-dire , le sinus verse et le cosinus verse, de Tare s seront 
évidemment déterminés par les formules 

(9) siv 5 = I — • cos 5 , cosiv 5 = 1 — sin s . 

Donc toutes les lignes tiigonométriques d'un arc a peuvent ctre facilement exprimées a 
l'aide du sinus et du cosinus de cet arc. 

Les extrémités du cosinus et du sinus d'un arc étant précisément les projections de 
l'extrémité de l'arc i.^ sur le diamètre horizontal , 2.<^ sur le diamètre vertical , il est 
usé de voir que les arcs 

s et — ^ 

ont le même cosinus , mais des sinus égaux et des signes contraires. Donc 

(10) cos (— 5) = cos 5 , sin (—•;)=: — sin5. 
Qa trouvera de même 

(11) cos (tt -f- 5) = — C0S5 , sin (tt -*- 5) = — sm5 , 

et généralement y en désignant par 2A: -4- i un nombre impair quelconque , 
(la) cos [5± (aA: -f- i) w] = — C0S5 , sin [5 ±(2A: h- i)w] = — sinf. 
On aurait au contraire y en désignant par 2 A: un nombre pair y 
(i3} cos ( i ± 2,kn) = cos j , sin ( 5 ± 2kit ) =z sin s. 



( 88 ) 
EuCa si Ton remplace 5 par *-5 dans les foimules (11) et «Ums les ioivantet 



(i4) cos 



i— — 5l = sin5, sinl— — 51=: cos 5 , 



on en tirera 

( 1 5) cos ( TT — 5 ) = — cos 5 , sîn ( rr — 5 ) = sin 1 , 

et 

(16) cos I - -f- 5 j = — sin i , sin I — h 5 1 = cos 5 . 

On pourra donc exprimer fin feiK^om 4e -sin :r *ét de cos 9 les thms ^ eesisiiu des ans 

2 

et même leurs autres lignes trigonômétrîqties dont les valeurs se déduiront biiéllient des 
formules (8) , (9) combinées avec les équations (16) , (^Oy C^^) 9 {^^) 9 '('^4)9 (*^> U^- 

Observons encore que, 5 étant im arc quelconque, le rappoirt — sera nécessairement 

compris entre deux termes consécutifs de la progression arithmétique 



— 3, —2 ,— I, o, I, 2, 3, 



indéCniment prolongée dans les deux sens. Soit m le terme le plus voisin du rapport 
— , m désignant une quantité entière positive ou négative. On aura 

(17) i=m±tf, 

6 représentant un nombre inférieur ou tout au plus égal à — ; puis y en posant pour 
abréger 

OU tirera de T équation (17) 

(18) 5 = mn -♦- fit , 

d désignant un arc positif ou négatif, mais renfermé entre les limites «- — , -h — . 
Gela posé y les formules (12) 'et (i3) donneront 

(19) cos5s=<cbs«, sin 5 = sin» 



(«9) 
n la Taleur numérique de m est paire , et - * 

(ao) C08 5 = — cos A , sin i = — i sin A 9 

tî la Taleur numérique de m est impaire. 

Concevons maintenant que a > 6 représentent les deux angles aigus d'un triangle 
rectangle. Ces angles étant compléments Tun de l'autre , Aj 6 seront deux quantités 

positives inférieures & —, et liées entre elles par Péquation 

(ai) ai-0=-. 

Soient cd'ailleiiBS *a le sààé opposé k l'angle m^ ùle c6té9pposé i fcn^e Sy ^^ liijipo- 
thémaie. Xt «tiiangk ^dsot il ^s'agit sera semMafale à t6ns ceux qui ofihront les mêmes 
«01^1^ pur conéquont à celui , jqui^ dans le cercle décrit jrrec un -rayon équivalent à 
J'milé ^ lannît po«r •pceteser côté Je «cosinus de l'an: en , et pour iiiy potbénuse le rayon 
jamé %L rcBÉnémité «de cet ^ai c , rie second côté étant alors égaj ii «în^a . Donc l«i 4s6tés 

. A ^ b t^ c . 

dtt j^remier triangle jseront proportionnels am;: côtés bomoJbogues d» second , c'est-à-dire 
aux trois quantités 

sin A = cos d y cos ce = sin d , i , 
en sorte qu'on aura 

(aa) = = c . 

sin 0C cos A 

Lorsque des cinq quantités 

A.j B y a j b j c 

deux sont données , lOn peut aisément à l'aide des formules (21), (22) déterminer les 
trois autres , pourvu que les quantités données ne soient pas les deux angles Ay B » 
fin effet , si Ton donne un des angles a^ B y Tautre se déduira inunéâiafteineiit ^ 
1 (équation (ai). Donc alors l'angle «& sera connu y «et si l'^on donne en ouine une des 
trois longueurs a , 6 , c , la formule (22) fournira les valeurs des deux autres. 
On trouvera en particulier y si a est connu y 

(23) b is a cot ce , c = a coséc a y 
si 6 est connu , 

(24) a = 6 tang a y c zz b séc Ay 






et , si c est connu : ... : 

(iS) A = c sin ce , b zzc cos a • 

Si l'on donnait deux des trois longueurs a ^ b y c ^ on déterminerait il 

l'angle ce par l'une des trois équations . - -.^ .'';;•.;':■• :. 

' . . • . ■ 

I . • . ! ■ . .... , , . , . . • . . / 

* . f 

(26) sin ce s — y cos ce = — 9 tang ce s r- , 






puis on obtiendrait la troisième longueur en opérant comme dans la première hypothèse. 

Deux droites tracées arbitrairement dans l'espace sont censées former entre eDes les 
mêmes angles que formeraient deux autres droites parallèles aux premières et passant 
par un même point. Cela posé , étant données deux droites, situées ou non dans un 
même plan , qui compiennent entre elles l'angle aigu ce , et ime longueur c mesurée 
sur la première droite , si l'on projette orthogonalement cette longueur i«* sur la «econde 
droite , 2.<> sur une troisième droite qui soit perpendiculaixe à la seconde dan^ um plan 
mené par celle-ci parallèlement à la première, les deux projections tt Tédaîront éridei- 
jnent aux deux cotés a^ b d'un triangle rectangle dans lequel Hiypothémue éffiàe k 
c formerait avec le côté b l'angle ce . Par suite on déduira de la seconde des équa- 
tions (24) jointe à la seconde des équations (aS) le théorème que je yais énoncer. 

I .^' Théorème. Une longueur c mesurée sur une droite est équivalente â sa projection 
sur un axe quelconque multipliée par la sécante de Pangle aigu ce que cette droite forme 
as^ec Vaxe, La projection elle-même équivaut à la longueur c midtipliée par le cosinus 
de l'angle ce . 

Considérons à présent , dans un cercle dont le rayon serait R et le diamètre 

Z> = 2/î , 

l'arc compris entre deux rayons qui formeraient entre eux un angle double de l'angle 
aigu a . Cet arc sera représenté par 2 ce , si R se réduit à l'unité , par ^Ra dans le 

cas contraire *, et , si l'on homme a la corde de ce même arc , — a sera le côté op- 

posé à l'angle ce dans le triangle rectangle qui aura pour hypothénuse l'un des rayons 
ci-dessus mentionnés. Cela posé , on tirera de la première des formules (25) , en y rem«- 

plaçant a par ^a , et c pai* R , 



(27] — azAsince, a = 2/lsince=:Z>since, 

par conséquent 

a ^ 



sm ce 
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D'ittBeun les deux portions de la dreonférencé situées de psutt et d'autre de la tarde it 
«eront éTidemment des segments capables des angles «ty'vr^- a qui offrent le même sinus 
On peut donc énoncer la proposition suivante. 

a.* Théorème. Dans un cercle quelcontfue le rapport qui existe entre la corde d'un 
arc et le sinus de tout angle inscrit dont les côtés comprennent entre eux ce même arc^ 
équivaut au diamètre. 

Soient maintenant a ^ b ^ c les trois côtés d'un triangle quelconque , et cl j 6 ^ Y 
les angles opposés & ces côtés. Les quantités , a ^ B j yj toutes trois positives et infé- 
rieures à n seront liées entre elles par l'équation 

(aS) (*-f.ô-i-7=w. 

De plus y si Ton nomme D le diamètre du cercle circonscrit au triangle , on aura^ en 
Tcrla ^u a.* théorème ; 

a b c ^ 

^ sm cb sin sm y 

iaSak , si, en prenant le côté c pour base du triangle, on nomme h sa hauteur ^ atj b 
deriendront les h3fpothénuses de deux triangles rectangles qui auront pour côté commun 
la hauteur h ; les angles opposés à ce côté commun étant respectivement l'angle â ou 
ton supplément 9r — iS et l'angle a ou son supplément ;r— a. Donc, en ayant égard 
aux formules 

sin ( ;r — A ) =r sin ce y sin ( tt — S ) = sln ô 

on trouvera , dans tous les cas , 

(3o) & == tf sin i8 = ^ sin a. 

Ajoutons que la base c du triangle donné sera évidemment égale à la somme des côtés 
non communs des triangles rectangles , si les deux angles en , B sont aigus , et à la 
dîffi&rence des mêmes côtés, si: l'un de ces angles , a, par exemple, devient obtus; 
d'où il suit qu'on aura dans le premier cas 

ff 

(30 c = a cos d -H 6 cos ce , 

et dans le second cas 

c ±=a cosiS — • 6 cos {n — et). 

Or, eu combinant la dernière formule avec l'équation 

COS ( TT — 0C) = — COS 0C , 



(9^ ) 
•n retrouie précisémeAI k fomivlc (îi) , ^ est «mî déiBOBirée> Ini» wCmw ^ui 
éf » attglei^ « , 6 cesse d'Itre aigm. 

ljovup!on pose y s= —, les Connules (28} et (29) se réduisent , cemme qb derak s'y 

attendre , aux fonmdes (zr) et (11). Obserrons encore que hi formule (3o} entrains 
évidemment Tégalité des rapports 

a b 



sin A sin /^ ' 

et s'accorde ainsi avec la formule (29). 

Lorsque , dams un triangle , on donne trois des six éléments 

a, *, c, «, 5, y 

on peut aisément déterminer les trois autres , à Taide des formules (a8) , (09) y (3o), (Ji), 
pourvu que les éléments donnés ne soient pas les trois angles a^ &y y . Dans cette deiucre 
liypothèse on ne pourrait évidemment déterminer qne les rapports existants entre les 
côtés. Mais y si l'on donne un côté a avec deux angles , après avoir calculé le troUième 
angle à l'aide de la formule (28) , on connaîtra certainement a et a , par conaéqueDl 

(3si) D = '-A- , 

sm A 

par le moyen de la formule (29) de laquelle on tirera 

(33) bsiDnnB, c=iD»vay. 

Si l'on donne deux côtés , b, c , av«c l'angl« B oppoié à l'un d'eux , on connattni encore 

(34) O = -:* 



puis on obtiendra successivement y , a et a par le moyen des formules (29) et (28} ^ 
desr|ucllcs on tirera 

(35) sin y =: ^ , ^ = w — (ô-*- y) , a^Dsinçf,. 



(93) 

i Vùa donfltf \deuz c6^s b et c avec l'angle comprU. «, alori i pour détcnniner a 
et iS, <m aura ks formules (3o) et (30, ou 

ta BÏaB ss b sinUf 
a cos iS s c •— ft cos 0( , 
arec la suirante 

(37) cos»i8^-wn»j8= I j 

et Ton en conclura i.^ en éliminant a 

c 

(38) cet i8 = r- cot « — 1 , 

a.* en éliminant B 

(39) û» = 6* -♦- c^ "^^ibc CCS 0C . 

D'ailleurs , B étant connu , on pourra calculer y et a comme dans le cas précédent. 
Enfin, si l'on donne les trois côtés a^ bj Cy on déterminera l'angle a par le moyen 
de l'équation (39) de laquelle on tire 

b^ m^ c* m^ a* 

(40) COS A = ; , 

abc ^ 

puis D y et Y par le moyen de la formule (32) jointe à celles-ci 

(40 sin5=-^, y = 7r— («H-fl) 

Lorsque dans la formule (3i) on substitue les valeurs de a , 6 , c tirées de la formule 
(29) , savoir 

a = Z> sin 0C , b ^ D sïn B j c = Z) sin y , 
on en conclut 

sin y = sin A COS i3 -f- sin i3 cos a, . 

En combinant cette dernière avec la formule (28) de laquelle on tire 

sin 7 = sin ( ;r — A — d ) = sin ( A -*- ô ) , 
on trouvera 

(4^) sin ( A -t- )3) = sin a cos B '^ s'inB cos a . 

La formule (42) se trouve ainsi démontrée dans le cas où a , â sont deux quantités 
poàâves propres à représenter deux angles d'un triangle quelconque^ c'est-à-dire, deux 



1% 
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cpiantités positivés, dont la somme ne êurpusse pas le nombre 9r. Elle svbltiterm -donc, 
sï A ei B sont deux angles aigus; et de plus, si^ êiy étant deux an||lé* aigus^ od 
remplace dans Téquation (4^) a par ;r — a , la formule ainsi obtenue , savoir , 

sin (tt— a-Hd)=:sin(ir— •tf)cosd-f-sindcdiB(ir— a) 
ou 

(4^) sitt{a^-^â) = sinAcosâ'^^siniScosa 



subsistera certainement dans le cas où tt— ci-«-i8 sera inférieur à n^ c'est-à-dire dam 
le cas où l'on aura 

a>B. 
D'ailleurs , en ayant égard aux équations 

sin(— flc)=— -sinot, cos(— a) = cos0C ; sin(— ô) =— sini8 , cos(—- i9) = cosi8y 

sin(— flt— i8)=— sin(fltH-i8), 

sin( — «-1-0) =— sin(« — 5), 

on reconnaîtra sans peine i .<* que pour obtenir Téquation (43) il suffit de remplacer dans 
Téquation (4^) B par -— d , 3^^ qu'on altère point les formules (4a) et (43) quand on y 
remplace simultanément a par — a et iS par — d. Donc la formule (4^) subsiste pour 
toutes les valeurs positives ou négatives de 0c et de iS renfermées entre les limites 

""I' "*■ 7* 

Soient maintenant x , y deux arcs quelconques positifs ou négatifs. D'après ce qui a 
été dit plus haut , on aura 

(44) ^ = '^TT -Ha, J^ = /ITT -♦- j8 

ê 

m y n désignant deux quantités entières positives ou négatives , et AjB deux quantités 
comprises entre les limites -— tt , -1- tt . Cela posé , pour passer de l'équation (4^) à la 
suivante 

(45) sin ( X -4- iS ) = sin X cos d -h sin d cos x , 

il suffira d'observer que l'on a 

sin(m7r*Ha-i-j8)irsitt(a'-f*)3), sin(m;r-i-ci)=sin0(, cos (mr -f- r) =£ cosa ^ 
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quand m Mt paire , et 

fin (m;r-f-0(-f-)3)=— 8in(0C-f-)8} , sin (m^r -f- ft) =5— - «in « , coi(m7r-f-A)s— coicc , 

quand m est impaire. Par la même raison, de la formule (45) on déduira immédiatement 
celle-ci 

(46) sin ( X '^jr ) =5 sin x cos^ -♦- sin j^ cos x . 

Si dans cette dernière on remplace y par — -j^^ elle donnera ^ 

(47) sin(:r— j^)= sin a: cos^ — sin^ cosx. 

Enfin, si dans les formules (46) et (47) on remplace x par -.— «x , ou en tirera 

(48) cos ( X — j^ ) = cos X QO%y -h sin x sin^ , 

(49) cos ( a: -H^ ) = cos x cosy — sin x smy . 

Les formules (47) , (48)} (49) subsistent, comme la formule (46), pour des valeurs quel- 
conques positives ou négatives des arcs x et y. 

Les formules Xtfi) , (4g) pouvant s'écrire comme il suit 

sin (x -♦• j^) = (tangx -♦- tang^) cos x cos y 

cos(x '^ y) = (1 — tangxtang^) cos x cos y 

on en conclut , en divisant la première par la seconde 

(50) tang(x.Kj^)= ^^Y^T^-^ > 
^ ' OS ^ / I— tang X tangj^ 

puis, enVemplacant y par — j' , 



tt' X , s tangx — tang^ 

(5i) tanff(x— ^)= — ^ ^^ • 

' ^ ^ -^ ' i «f>tanc X tans r 
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De plus j 81 dans les formules (46) , (49) > (So) on pose yszx j eHes donneront 

(5a) sin 1 X = 2 sin x cosXy 

■j . -' ■ . ■ 

(53) cos 2X= cos* a* — • sin* x = 2cos»x— *i =1— isin*x, 



(54) tangax= ^^^ 

^ 1 — tang»x 



On tire encore des formules (46) 9 (47)9 (48) ^ (49) 



(55) 



sin (r-H^) -Hsin (x— ^) = 2 sinx cos^, 
sin (r -•-j^) — sin(x— j^) = 2 sin j^ cos x, 
cos(jr-*-j^)-i-cos(T-f-j^) = 2C0SXC0S j^y 
cos {X'-^jr )— cos {x -^y ) = 2 sin X sin^ -, 



puis y en posant 



x-f.^=;), X— ^=7 



ou ; ce qui revient au mcme , 



:,^P-±J., y^E^=± 



on en conclut 

tKCL^ sin;> — sin^ tang^(;?— 9) cos^ — cos;? 

(56) -;^ :— = , -=tang-(;)— ^).tang-(/i + 9), etc.. 

%\VLp -t- sui 9 tang — (/? ■♦-7) cos q -♦- cos p 



En combinant la première des équations \^G) avec la formule (29) , on trouvera 



tang— (â—* y) sin j3—- sin y ^ — c 

(5j) î =: = 

^ng T (ô "♦• y) sin ^ -♦• sin y fr -f- c 
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Or, de cette dermère jointe à l'équation (38), on dédtàia lés'éulrântes 



(58) 

I tanir — 

a b '¥' c 



tang — — -^ = ^ cot — , 



à l'aide desquelles on peut dans un triangle détenniner immécUatcment les angles $ et y^ 
quand on connaît l'angle ce et les côtés qui le comprennent. 

Les formules (Sa) et (53) donnent 

(Sg) sin a = 2 sin — cos — , 

(60) cos ce = a cos* — — I =s I — a sin» — . 

a a 

En combinant la formule (60) avec Téquation (89) j on trouve 

(61) a*=s(6 -4- c)»— aie cos* - = (ô — c)» -♦• 26c sm» — . 

puis j en observant que dans un triangle quelconque l'on a 

c <ct<w , o <- < - , 

' a 2 ' 

et qu'en conséquence 



— , cos — 

2 a 



doivent être positifs y on tire des formules (61) et (Sg) 

(6a) "»I=rV fr^ A' 



(63) sin 



. « I /(a-*-b — c){a — é+c)\»' 

"*r = iV Te ; ' 



m) «»«» = : ' ibc * 
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Chacune des tonàakû (62)^ (63), (64) petit être tnblâtuée A?ec «tMitiie klm ftnmde 
(4o) y quand il s'agit de déterminer les angles d'un triangle dont on connaît les troH 
côtés Uy b , c. Si d'ailleurs on nomme, h la hauteur du triangle , le côté c étant 

pris pour base , la surface ^ch sera , en vertu de la formule (3o) , égale à 

— c^ c sin 0C 9 

et , en vertu de la formulé (64) , ^ 

ys{s — a){s—b)(s — b), 

s représentant le demi-périmètre — , 

Tant que l'arc ce reste positif et inférieur à n , alors cos — et sin — étant néces- 



sairement positifs y on tire de la formule (60) 



/izi^\ -.-.-* l/i-i-cosrt . a 1/1—- côsa 

(65) cos -. se 1/ , «m -^ ;s? 1/ . ■ . ,<, . 



2 



A l'aide de ces dernières é<piati(ms réunies à la formule cos y :s pi^ i , on détermineia 

sans peine les sinus et cosinus des arcs représentés par le troisième , le quatrième 

termes de la progression géométrique 

(66) 2îr, TT, -, jj g, etc 



En y joignant les sinus et cosinus des arcs n et 2 tt , on trouvera 



cos2;r=i. cosw=— I, cos — so« cos— ==r7=^, cos 7- s % . ■ , elc*.. 

2 ^ 2 |r 2 o a 

(67) < 

sin2;r = o, sin7rs:0| sin !1= i , sin^^T;:: , sin^=l L2, etc.»* 

2 4 r ^ ^ ^ 

On aura par suite 

(68) tang27r = o, tang7r=o , tang î =1, tang ?^= i, tang J = ( l^H—l V , etc. 

204 o V^ -»- K a y 

« * 

(69) sec 2jr= 1 , 56c ft sr— I , séc^;^ -, séc£ = /T, séc ^ =1 |;ii ^ , cte..» 

2; o 4 ^ f a -f- /It 
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Odi p€ttt «ncore déteriniiier Ceicilemept les anus et cotinUs^ des arcs càinpr^ dam U pro^ 
(pression géométn<jue 

et d'abord , comme dans un triangle Tëgalité des trois côtés a y b , c entraine l'égalité 

.des trois angles a , â^ y , on conclura de la formule (28) que -^ représente un quel- 

conque des angles d'un triangle éqiûlatéral. Cela posé , on tirera des formules (4o) , (64), 
en j fabant a = 6 = c , 

cos r- = - , sm - = — , 

3 2 2 

et de ces dendéres réunies aux équa^ms (52), (53), (65) on déduira le ffjrstÊme des £Mrmules 

cos --- = — — , cos — = — , cos -- = I — , cos — = I i-x , etc, 

3 2' 3 2' 6 2 12 a' 

(7i/. 

sin^JL=V3, sinl=>^, sinî:=i, sin JL = VI=II , etc 

32 32 02 12 2 

On aura par suite . , . . 

(72) tang^ = — i/l, tangl = /J , tang | = -^, tang-1 = , etc 

3 3 0/3 12^2-1-/3 

(73) séc---= — a , séc .^ sa 2 , séc ^ cr---, séo — =s «s=z=« , etc;..^ 

3 3 6 /3 12 J^2 -H /F 

Au reste on peut établir directement la formule 

. n n 27r I 

sin ^ = cos -r- = — cos -;^ = — , 
6 3 32' 

en observant que l'arc — a pour complément ^, pour supplément ~ , et que 2sin rr 
représente le côté de l'hexagone inscrit au cercle dont le rayon est l'unité. 

Observons encore que, si l'arc 2a est renfermé entre les limites o, tt, cet arc , dans 
le cercle qui a pour rayon l'unité, sera nécessairement plus grand que sa corde 2 sin a , 



tt jdtti petit que k tomme atangci des deux tangentei nienéet par «et estrémiléi et 
prolongées jusqu'à leur rencontre mutuelle. On aura donc alors 



puis on en conclura 



28mA < 20b<2tang0(s a • 

^ C08« ' 






sin flp cos ft 
ou I ce qui revient au même , 
/ #N ^ sin» 

(74) I > > cos fit. 

A 

Cette dernière formule, n'étant point altérée quand on y remplace a par — - ce , subsistera 

certainement pour toutes les valeurs de a comprises entre les limites ^ — , — . 11 

est df ailleurs facile de s'assurer qu'elle s'étend à toutes les valeurs de a renfermées, eirtie 
les limites — w , -♦- tt . 

Si maintenant on suppose que la valeur numérique de a, diminue et s'approche' in- 
définiment de la limite zéro , on aura 

(75) lim cos cb = X . 
Par suite la formule (74) donnera 

(76) hm — - = t 

et de cette dernière combinée avec l'équation (75) on tirera encore 



.. sm fu 

lim = I > 

A cos A 



ou y ce qui revient au même , 

(77) Umlî^ = . 



(lOl) 



s i3. Des axprcssiçns imaginaires êi de kiirs modules. 

Eu analyse ^ on appelle expression symbolique ou symbole toute combinaison de signes 
algébriques qui ne signifie rien par eUe-mêine , ou à laquelle on attribue une valeur 
différente de celle qu'elle doit naturellement avoir. On nomme de même équations sym- 
boliques toutes celles qui , prises à la lettre et interprétées d'après les conventions gé- 
néralement établies sont inexactes , ou n'o]^ pas de sens , mais desquelles on peut dé- 
duire des résultats exacts , en modifiant et altérant selon des règles fixes ou ces équations 
ellea-mêmes ou les symboles qu'elles renferment. L'emploi des expressions ou équations 
symboliques est souvent un moyen de simplifier les calculs et d'écrire sous une forme 
abrégée des résultats assez compliqués en apparence. C'est ce qu'on a déjà vu dans le 
$ 4 <>i^ Ia formule (40 fournit une valeur symbolique très-simple de Tincounue x assu- 
jétîe à Térifier les équations (Sg). Parmi les expressions ou équations symboliques dont 
la considératiQn est de quelque importance en analyse y on doit surtout distinguer celles 
que l'on a nommées imaginaires. Nous allons montrer comment Ton peut être conduit 
k en faire usage. 



D'après ce qu'on a vu dans le § précédent , le sinus et le cosinus de l'arc x '^ y 
sont donnés en fonction des sinus et cosinus des arcs :r et ^ par le moyen des formules 

Icos [x '^ y) = cos X cosy — sin x siny , 
sin (or -^y) = sin x cos y -f- sin^ cos x . 

Or y sans prendre la peine de retenir ces formules , on a un moyen foit simple de les 
retrouver k volonté. 11 suffit en effet d'avoir égard à la remarque suivante. 

Supposons que l'on multiplie l'une pour l'autre les deux expressions symboliques 

cos X -4- 

cos^ -♦- t/— 1 sin^, 

en opérant d'après les règles connues de la multiplication algébrique y comme si )r^ 
était une quantité réelle dont le carré fût égal à — i . Le produit obtenu se composera 
de deux parties l'une toute réelle , l'autre ayant pour facteur (/Zr7 ; et la partie réelle 
fournira la valeur de cos ( x -^y ) tandisque le coefficient de \/^^ foiuuira la valeur de 
tiir(x-f-^). Pour constater cette remarque , on écrit la formule. 

(a) cos(x-*-^)-f-^irTsin(x-i-^) = (cosjr-*-j^~sinx)(cos^-M/Tr7sin^). 
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hes trois expressions que renferme Téquation précédente , saroir , 

cos'x H- k'^irt sin X , cos y -4- |Cr7 sinjr , cos ( jr -4-^ ) -4- /l^l sin (x •4-^) , 

sont trois expressions symboliques qui ne peuvent s'interpréter d'après les conTentiom 
généralement établies , et ne représentent rien de réel. On les a nommées pour cette 
raison expressions imaginaires. L'équation (2) elle-même , prise à la lettre , se trouTe 
inexacte et n'a pas de sens. Pour en tirer des résultats exacts, il faut, en premier lieu, 
développer son second membre par la multiplication algébrique , ce qui réduit cette 
équation à 

(3) cos(jr-*-j^) H-v/ — isin(.r-i-jr) = cosa:cosjr— sinxsin^-i-(sina:cos^'4-sin^cosjr)^~. 

U faut , en second lieu , dans l'équation (3) égaler la partie réelle du premier membre 
^ la partie réelle du second , puis le coefficient de i/— i dans le premier membre au 
coefficient de y^—i dans le second. On est ainsi ramené aux équations ( i ) , que l'on doit 
considérer comme implicitement renfermées l'une et l'autre dans la formule (2). 

£n général on appelle expression imaginaire toute expression symbolique de la forme 

a , b désignant deux quantités réelles , et l'on dit que deux expressions imaginaires 

a -♦• 6 \/Z^ , c -^ d y— I 

sont égales entre elles , lorsqu'il y a égalité de part et d'autre i .® entre les parties réelles 
a et c y 2.® entre les coefficients de "^—i , savoir b et d. L'égalité de deux expressions 
imaginaires s'indique , conune celle de deux quantités réelles par le signe = , et il en 
résulte ce qu'on appelle une équation imaginaire. Cela posé 9 toute équation imaginaire 
n'est que la représentation symbolique de deux équations entre quantités réelles. Par 
exemple , l'équation symbolique. 

équivaut seule aux deux équations réelles 

/x = c , b ^d . 
Lorsque dans l'expression imaginaire 
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le coefficient b de i/^TT s^éTan'ouit, le terme b •31 est censé réduit à tèro , et l'expres- 
lion elle-même à la quantité réelle a. En vertu de cette convention les expressions 
imaginaires comprennent, comme cas particuliers, les quantités réelles. 

Les expressions imag^aires peuvent être soumises aussi bien que les quantités réelles 
aux diverses opérations de l'algèbre. Si l'on effectue en particulier l'addition y la sous- 
traction ou la multiplication d'une ou de plusieurs expressions imaginaires , en opérant 
d'après les règles établies pour les quantités réelles , on obtiendra pour résultat une 
nouvelle expression imaginaire qui sera ce qu'on appelle la somme , la différence ou le 
produit des expressions données. Par exemple , si l'on donne seulement deux expressions 
imagimdres is -*- 6 /'^T y c 'k-d V—i , on trouvera 

(4) (a-f.*/irî)^(c ^rf/=:T) = tf *cH.(6^r/)/ir-, , 

(5) (a^^v/ZTT)— (c -i-rf/ir7) = tf — c -i-(fr — rf)/zri , 

(6) {a^b\f^) [c-^ d\/zri):=:ac—bd'k'[ad^bc)\pri. 

Il est bon de remarquer que le produit de deux ou plusieurs expressions imaginaires, 
comme celui de deux ou plusieurs binômes réels restera le même , dans quelque ordre 
qu'on multiplie ses différents facteurs. 

Diviser une première expression imaginaire par une seconde , c'est trouver une troisième 
expression imaginaire qui, multipliée par la seconde, reproduise la première. Le résultat 
de cette opération est le quotient des deux expressions données. On se sert pour l'in- 
diquer du signe ordinaire de la division. Ainsi , par exemple , 

a -*- b /un 



c -^-d y/ — X 

représente le quotient des deux expressions imaginaires a^^^byT^i , c-^-dy/ITl . 

Élever une expression imaginaire à la puissance du degré m, , m désignant un nombre 
entier , c'est former le produit de m facteurs égaux à cette expression. On indique la 
puissance m»»« de a h- 6 /HT par la notation 

{a^by/riD'n, 

On dit que , deux expressions imaginaires sont conjuguées l'une à l'autre , lorsque ces 
deux expressions ne diffèrent entre elles que par le signe du coefficient de /HT. La 
somme de deux semblables expressions est toujours réelle ainsi que leur produit. En 
effet j les deux expressions imaginaires conjuguées 

a -♦- i /HT , a — i /II^ 
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tlonnent pour Mrtnme %a ^ tt pour produit a* -*-&*. La dernière partie de cette obserra- 
tUm coudmit & on âiéoréme relatif aux nombres et dont voici renoncé. 

1.*"' Théorème* Si l'on mukipiie Vun potir raittre deux nombres entiers dons chéKm 
soit la somme de deux carrés , le produit sera encore une somme de deux carrés. 

DémonstraUon, Soient 

a» •♦- i» , c» -f-"rf* 

les deux nombres entiers dont il s'agit , a^ ^ b^ ^ c^ j d^ désignant des carrés parfaits. 
Ojx aura évidemment les deux équations 

1{a'^b \/'^) (c -H £/v/~) isiac'-^bd ^ {ad '¥-bc) v/ITT , - 
{a — b\/'~i) [c — d\/'—i) :=, ac-^bd — iad ^ bc) )/Zr^ , 

et , en multipliant celles-ci , membre à membre y on obtiendra la suivante 

(8) (a»-+-A»)(c»^£/»)=:(ac — i^rf)»-H {ad ^ bcy. 

Si l'on échange entre elles dans cette dernière les lettres a et fr, on trouvera 

(9) (a*-i-^») (c»-h rf») = (/ic-#-6«{)»-+-(tf£i— èc)». 

Il y a donc en général deux manières de décomposer en deux carrés le produit de 
deux nombres entiers dont chacun est la somme de deux carrés. Ainsi j par exemple , 
on tire des équations (8 ) et (9) . 

(2» ^ 1») (3* -4- a») = 4» ^ 7» = i» -H 8» . 

On voit par ces considérations que l'emploi des expressions imaginaires peut être d'une 
grande utilité , non seulement dans l'algèbre ordinaire j mais encore dans la théorie des 
nombres. 

Quelque fois on représente une expression imaginaire par une seule lettre. C'est un 
artifice qui augmente les ressources de l'analjse et dont nous ferons souvent usage. 

Une propriété remarquable de toute expression imaginaire a-*- b /IITi , c'est de 
pouvoir se mettre sous la forme 

f (cos û -H v^— I sin 6) 

p désignaht une quantité positive et 6 un arc réel. En effet , si Ton pose l'équatioD 
symbolique 



('<>) a -f- t /ir; a:^(cos6 -♦• i/HTsinô) , 



om y cm q«i renent aa mime , les deux éifoatiDBS r^eUei 

(ti) as jB cosd , 6 = jB sintf , 

on tirera 

a» -♦- 6» = />» (cos» 6 H- sin» d) = />* , 



(la) /) =Va»^ 6», 



/ 



et , après avoir ainsi déterminé la valeur du nombre /) , il ne restera , pour vérifier 
complètement les équations (lo) , qu'à trouver un arc 6 dont le cosinus et le sinus 
soient respectivement 



a Q 

{i3) coso=*7===, sin^ = rp ■ . 

ya*-4-^ y a» -♦- 6» 

Or on tire des formules (i3) 

. ,K ■ . sin j fr 

(i4) tang 6 =c j 2s - . 

^ ^' ® cos tf a 

D'atOeurs si l'on désigne généralement par la notation 

arctang x 

l'arc qui , ayant x pour tangente , offre la plus petite valeur numérique possible , et 
se trouve en conséquence renfermé entre les limites 

on Térifien k formule (i4) » en posant 

(a5) d ziinn "^ arctang — , 

n représentant une quantité entière positive ou négative. Enfin, comme tout arc ren-^ 

formé entre les limites -*-• ^ 9 -^ ^ a un cosinus positif, on peut affirmer que l'arc à 

déterminé par la formule (i5) offrira un cosinus positif, si n est paire, c'est- à- dire, 
si Ton a 

y ' b 

(i6} â=: ± 2 A^r -t- arctang— , 






(io6) 

k étant. un nombre entier quelconque , et un eoiinui négatif ^ si n est inipairey c'eit- 
à-dire j si Ton a 

(i;) tfs±(iX: 4- i))r •«• arctang - 



a 



Cela posé , de l'équation ( 1 4) présentée sous la forme 



coft 6 ftin û 



^. 



on déduira immédiatement la formule 



cos d sîn â 



a 



b pTTT»' 



et par conséquent les équations (i3) , pourvu que Ton détermine 6 par la formule (i6], 
quand a sera positif, et par la formule (17) quand a sera négatif. Dans l'une et 
l'autre hypothèse le nombre entier k pouvant recevoir une infinité de valeurs, on ob- 
tiendra aussi une infinité de valeurs de 6 propres à vérifier les formules (11), ou , ce 
qui revient au même , les formules (10). 



^ En général de la formule 



abc 



dans laquelle 0c, â^y, dj bj c^ représentent des quantités quelconques, on tire 

a» _ fi* _ y» _ (x* -H g* -»- y* -»- 

a* "" ^* ■" c» "" * a* -♦• 6* -♦• c» -♦• ' 

et par suite 

iL — A — ^ — — )/(x> -H i8* -»- y* -»- 



le double signe ± devant être réduit au signe -f- , quand la fraction — est positive , 
et au signe — dans le cas contmire. ^ 



(107) 
En résumé | si Ton pose 

(i8) /» = Va* -H ** j; = arctang - , 

et y si Ton désigne par k un nombre entier quelconque , on aura , dans le cas où a 
sera positif 

(19) tf-Htv/^=r7=p[cos(J^±2A7r)/=r7sin(j;±2^îr)] , 

par conséquent 

(ao) «•+' 6/Iir7=/)(cos^-4- v/HTsinJ^) (cosa^Tri/^Tsin^Aw), 

et dans le^cas où a deviendra négatif 

(21) a-i-i»v/=rï = /){cos[f±(2^^i);r] + /~sin[^±(2* + i)^]{, 

par conséquent 

(aa) a-i-é/ir7=/i (co8^-f- /IITsin^)[ces(2^-4-i) vv/II7sin(2A -i-i)»r]. 

Comme on a d'ailleurs 

(a3) cos2^7r±/^r7sin2^?r=i 

(24) cos(2^«4-i)7rdb/"Z:7sin(2A-*-i);r = — I , 
les formules (20) , (22) donneront , si a est positif 

(25) a-»-ftv^— i=:p(cosJJ'-»-v^— isin^) , 
et si a est négatif 

(26) a-i-^/Zn[=— />(cos^-i-/irisinJ^). 

Au reste il est Csicile de voir que la formule (19) coïncide avec l'équation (25) ^ et la 
formule (21) avec l'équation (26). 
Lorsque l'expression imaginaire an-^/HTi se trouve remenée à la forme 



/)(cosdH-v/— isin5) , 

la quantité positive /) est ce qu'on appelle le module de cette expression imaginaire. 
Comme des quantités a , b supposées connues on ne déduit pour le module p qu'une 
Tmleur unique déterminée par la formule (12) ; on peut éyiderajnent énoncer la propo- 
rtion suÂTaatc. 



(«o8) 

3.^ Théorème. Végalité de deux expressions imaginaires entraîne toujours PégaliU àt |' 
leurs modules. ^ 

II suit encore de la formule (la) que deux expressions imaginaires conjuguées 

ont pour module commun la racine carrée de leur produit. 

Lorsque y b étant nul y l'expression imaginaire a h- fr (^^^ se réduit à la quantité 
réelle a y la formule (12] donne simplement 

/» = K^ • 

Ainsi le module d'une quantité réelle a se réduit à sa valeur numérique ^o^. 

Toute expression imaginaire , qui a zéro pour module y se réduit elle-même à léro , 
et réciproquement comme le sinus et le cosinus d'un arc ne deviennent jamais nul en même 
temps , il en résulte qu'une expression imaginaire ne peut se réduire à zéro qu'autant 
que son module s'évanouit. 

Observons enfin que les définitions données dans le § 3 des variables infiniment petites 
et infiniment grandes , des fonctions continues ou discontinues , explicites ou implicites, 

entières ou fractionnaires y étc doivent être étendues au cas même où les variables 

et les fonctions dont il s'agit deviennent imaginaires. 

Toute expression imaginaire dont le module se réduit ii Tunité , étant de la forme 

cos X •*- /"ITÏ sin X y 

on effectuera sans peine la multiplication , la division ou l'élévation à des puissances cn^ 
tières d'une ou plusieurs expressions imaginaires qui auraient l'unité pour module. En 
effet de la formule {1) on déduit inunédiatement la suivante 

I(cosx -♦- \/ —\ sinx) (cos^ -♦- i/Hl sin^) (cos z -♦• i/Z!7sin z) 
= cos [x -^y -H s -H ) -»- v^i sin (x -k-y •+•»•+- ) 

quelque soit le nombre m des variables Xy y y z, ... De plus on tirera de la formule (a), 
en y remplaçant x par x— ^ 

[cos X — ^) H- i/— I sin (x — j^)] (cos^ •*- v^ITT sin^) = cos x /ZT; sin x , 

ou y ce qui i^evient au même y 



(a8) r=—' — = cos(x— j^) -f-" 1/--1 sm(x— j^) , 



( logr 
et de la formule (37)^ en posant 

X Six BBS 



••••• 



(99) (cosx-*-i/— itmjr)"*s=co8mx-«-/Hl6iniffT. 

Cela pose il deviendra &cile d'effectuer la multiplication , la division ou l'élévation à des 
puissances entières d'une ou de plusieurs ezpresâons imaginaires dont les modules ne 
se réduiraient pas à l'unité. Car , si Ton pose 



a -*-fr v^— I = f (cosfl-*- /nri sind) , 
a'^fr'/=rr= /)'(costf'^/=:7siny) , 
«"-f-fr^/TTs /»''(costf''H-/rrrsintf'') , 



#< / » 



etc« 



ff fi' 9 f" étant des quantités poûtives , et 6 y f j 6^ des arcs réels , On aura 



évidenunent 



(fl ^ 6 /ITÏ) (a' ^ fr'/IIT) (a^-i-éV^l) 



ss^pV'...^ (< -t- •^i«tttf)(cosfl' H- |/tZlsintf')(costf"-#«>/tI7sintf'0 — > 

a^^-b /l!!r; __ p cos tf ■♦■ i^irisintf 



(tf -♦• fr /^ITI)"» -: p*« (costf-fr- /irTiintf)'* , 
puis OD en condura , en ayant égare! aux formules (27) , (28) , (39) , 



(3p) 






(3.) ±±i;i^ = i [cos («-«') + •31 sin (4 -fl')] 

(3a) (a-»-t/ir7)«= f» [cosmd -•• i/HTsinmd} » 



<« 



(IIO) 

De ces dernières équations on déduit immédiatement la propositioii suivante*^ 

3.® Théorème. Le produit y le quotient et les diverses puissances entières d^une ou de 
plusieurs expressions imaginaires ont pour modules le produit^ le quotient et les diverses 
puissances de leurs modules. 

On peut encore démontrer facilement cet autre tbéorèmeé 

4.® Théorème. La' somme de deux expressions imaginaires offre , ainsi que leur dijffe» 
rence , un module compris entre . la somme et la différence de leurs modules. 

Démonstration, En effet soient 

a H- 6 /tZ7 =: p{cos ô H- v/Hl sin â) , a'-*- b' /HT = (/)' cos ff •+• /ZTI sind') 

deux expressions imaginaires qui aient pour modules /) et /»' la somme et la diffémce 
de ces deux expressions y savoir , . 

(/) cos ô -*-/)' cos ô' ) -♦- (/)sin ^ -4- f' sin û') i/IZl , 
et . 

(/> cos ^ — /»' cos ô') -♦-(/) sin ^ — p' sin 6' ) /^^^ 

auront pour modules deux quantités positives dont les carrés seront respectivement 

(33) (/BCOsô-4-/)'cosâ)» -H (psinô h- />'sinô')* = p»^ 1 pp'cos (6 — d') -f- />'* 
et 

(34) {pcosô-^p'coW)* ^ (psintf — /)'sin ô')> =: /î» — app'cos (^— fl') -*-p'». 

D'ailleurs cos {ô^^ff) étant renfermés entie les limites — i , -■*- i y chacune des quan- 
tités (33) y (34) sera comprise entre les limites 

/>»H- 2pp' ^ p'^=:{p^p')^, 

p^ _ :tpp' -♦-/> = {p — p')*:={p'—pY y 

et sa ra(ine carrée entre la sonuue /»-*-^' et la valeur numérique de la différence /)— /, 
ce qui sufEt pour la démonstration du théorème 4- 

Corollaire, La somme de plusieurs expressions imaginsûres ofire un module inférieur 
à la somme de leurs modules. 



(m) 



§. i4« Des séries imaginaires. 



Soient respectivement 



(0- 



Vo , V, , V» 



v„ , çtc. 



(a) *Vfl^ Wi, *v», Wny etc, 

# 

deux séries réelles ; et posons 



Wo = Vo H- *Vo /— 1 , It, = V, -f- W, /TT , M, = Vi -H »V» v/ — 1 5 CtC. 



en sorte qu'on ait généralement 



* I 



Un = V« -H W» [/— i . 



La suite des expressions imaginaires 



(3) 



«o 5 «I , w» , , Un , etc. 



formera ce qu'on appelle une série imaginaire. Soit 



(4) 



Sn = Ut 



= Vt 



"l 



Vi 



• ••(• 



<«II-I 



V«-, -4- (Wo -♦• W, -4- -♦- *V«-,) [/ — i 



la somme des n premiers termes de cette série. Selon que, pour des valeurs croissantes 
de a , 5« conrergera y ou non^ vers une limite fixe 5, on dira que la série (3) est eon- 
Tergente , et qu'elle a pour somme cette limite , ou bien qu'elle est diveigente, et n'a 
pai de somme* Le premier cas aura évidenunent lieu y si les deux sonmies réelles 



/ 



Vt 



Vi 



• •••• 



tl«-, 



Wa -4- W, 



*V„. 



/i-i 



conyergent elles-mêipes y pour des valeurs croissantes de n vers des limites fixes y et 
le aecond ^as dans la supposition contraire. En d'autres termes, la série (3) sera tonjonr» ^ 
cQATeirgente en même temps que les séries réelles (i) et (a). Si ces demiéres y ou l'une ; 
d'elles seulement , deviennent divergentes y la série (3) le sera pareillement. 



Si I dans le cas où la séiîe est convergente , on pose 



(5) s = s, 



« > 



i\ sera ce qu'on appelle le reste de la série prolongée jusqu'au n**'. Dans tous les cas 1 
possibles , le terme de la série qui correspond à l'indice n , savoir , 



est ce qu'on nomme son terme général. Soit />« le module de ce terme , en sorte qu'on ait 

(6) Vn -f- Wn i/~ = pn ( COS d„ -♦• •HT siu fl«) , 

pn désignant une quantité positive et 6m un arc réel. Les séries (i), {i)^ (3) deviendront 
respectivement 



(7) pq cos 6q 9 /)i cos 6, , /}» cos 6% , etc. 



(8) f« sin do 9 /Bi sin di , fi sin ô% , etc. 



(9) fo (cos 6^ -♦• ^/— 1 sin 60) , fi (cos d, -♦- / — i sind.) , f» (cos 6% iT^ sin 0.) , etc....; 

et 9 comme la valeur numérique du sinus ou du cosinus d'un arc réel ne saurait sur- 
passer l'unité , il est clair que , si les modules 



(10) /»o, fi, fi, etc. 



formeront une série convergente , les séries (7) , (8) par conséquent la série (9) seront 
eUes-nêmies convergentes. On peut donc énoncer ce théorème. 

i.**^ Théorème. Pour fu'uite série imaginaire soit convergente U sitffii que les moduks 
de ses différents termes forment une série réelle convergente. 

On prouvera encore facilement que , pour étendre les théorèmes i , 2, 4» 5> 6, 7 
du § 6 au cas où la série 



«o 9 <<> 7 ^* 9 ^n 9 etc. 



devient imaginaire, il suffit de substituer, dans ces théorèmes, les modules des ternes 
à kuis valeurs aumériques. Ainsi , en particulier , on établira «ans peine la proposition 
luivante. 



(ti3) 

2.* Théorème. Soit fl la limite ou la plus grande des limites vers le^^uelUs converge, 
iandis^ue n croît indéfiniment y la racine n^* du module />« de u«; ou bien encore une 
Umitefixe vers laquelle converge y pour des valeurs croissantes de n ^ le rapport 

— ^— , 

en 

La série (3) sera convergente , 51 Pon a A < 1 , et divergente y si Von a A > i • 

Démonstration. En effet , si l'on a XI < i , la série (10) étant convergente , la série 
(3) le sera elle-même 1 en yertu du théorème i,^\ et si l'on a A > i , les plus grandes 
Taleurs du module 



(11) fiiSS (v„» -H w«») 



croîtront avec n au-de*là de toute limite ; ce qui ne peut amyer qu'autant que les 
plus grandes valeurs numériques des deux quantités 

ou au moins de l'une d'entre elles croissent de même indéfiniment. Donc , si l'on a 
&> i y l'une au moins des séries (i) , (1) sera divergente y ce qiû entraînera la di- 
Tergence de la série (3). 

Considérons à présent une série ordonnée suivant les puissances- entières et poûtives 
de la variable x ^ savoir y 



(ta) aoy aiX y a%x* y etc. 



Pour étendre les théorèmes 8 9 9 9 10 du $ 6 au cas où les coeflEîcients a^ y Ut y a% y .^ 
étant imaginaires , la variable x est elle-même imaginaire ou de la forme. 

(i3) «:s:r(oQe<-t?/31 sini) , 

r désignant une quantité positive et < un arc réel y il suflSra évidemment de substituer, 

dans ces théorèmes , les modules à% x^ de iSny de On^y etc à leurs valeurs nu* 

mériques. Ainsi y en particulier y on déduira immédiatement du 2.* théorème la propo- 
Âtion suivante* 
3/ Théorème. Si y /)« étanJt le module de a^ y a> désigne la limite ou la plus grande 

r 

des Umites de (jb*)"» ou bien encore une limite Jixe vers taqueUe. converge y tandisque n 
eroU indéfiniment le rapport 

Pn+x 



(ïi4) 

la série (la) restera com^ergente , tant 911e te module r de x sera inférieur à ^ ^ h 

deviendra divergente lorsqu^on aura r > — • 

L'une des séries imaginaires les plus simples est celle qu'on obtient en supposant fii 
dans la progression géométrique 



(i4) I , A» , ar», ar" , etc, 



la variable x soit imaginaire et déterminée par Téquation (i3). Si l'on nomme 5. U 
somme des ^n premiers termes de cette progression, on trouvera, comme dans le §6, 



(i5) sj, = — -_ 



X 



D'ailleurs le module de x^ étant la n'^ puissance du module r de x , ce module 
et par suite celui du rapport 



JT* 



i — X 



deviendront infiniment petits ou infiniment grands , pour des Valeurs infinimefit grandes 
de n , suivant que l'on aura r<i ou r >i . Donc , si Ton a r <i , 5» s'appro- 
chera indéfiniment , pour des valeurs croissantes de n , de la limite $ déterminée 
par l'équation 



'I 



I ^ X 



et la progression (i4) étant convergente offiita pour somme , en sorte qu'on aura 

1 ^■^'* «c 



(i6) 1 -♦• jr -♦• cr^ -f- ..•.. = 



X 



Mais , si le module r de x devient supérieur k l'unité , la série (i4) sera divergente 
et n'aura plus de somme. Il résulte effectivement du théorème 3 que la série (i4) sera 
convergente quand on aura r < i , et divergente quand on aura - r > 1 . 
Si l'on posait 

{17) x=: z (cosr H- /Zr, sin , 



(ii5) • 

is. désigiiant une quantité poûtÎTe ou négative, et t un arc véel^le module de x at 
serait autre chose que la valeur numérique de z. , et réquation (16) donnerait , pour 
des valeurs numériques de z inférieures à Tunité 



- 1 . 



(i8) I -f-»(cos«-*-i/— isinO -»-z»(cos2<-i-/ — i sinaO-*- sa , .., , ,, , ^ ^ 

I — zcosf— zsm(/ — I 

Comme on a d'ailleurs 

• •' - • • 

(1—2 cos f —zsint ^mi) (1— zcosf -h z sin t [/ — t) = ( i— z cos 0*-*"(* sinr)* = 1— 2 z cos ( h- z*, 



1 I 



I t J « i 



et par suite • . . . , •. . 

I ^ i^zcos£-4-zsin/|/ — I 

i^zcosf— zsin^/^ I— azcos<-#-z* * 

«... . « • ^ 

la formule (18) pourra s'écrire comme il suit 

. - , • • 

I H- z COS t HrZ*^ cOs 2 1 -f- ...,-»-( Z siu < -4- Z^ SÎU 1 1 -4- •.• ) /— j 

(«9) 



i^zcosf zsmt , 



I— azcosl-f^z* I— :2zcosf-4-;&^ 



et comprendra les deux équations réelles 



I — zcost 
I -H z cos f -4- z» cos 2 < -♦• etc. ^ 



I— 2ZC0S<H^Z* ^ 



(io) 

• - . • - .. ^sin£ 
Z8m<-i-z*sma< «f- etc. = ' , 

I^3ZC0S£-*-Z* 

qpû subsisteront, ainsi qu'elle , pour des valeurs de z comprises entre les limites 
(ai) K = -^i, zss I. 

En appliquant le 3/ théorème aux deux séries 

L 

C^a) X j "^T * ^ ' etc..*.. 

k*^J *> M*> . — , ^ ■ 3f^» i ■. — p-i-dE*. etc 



• « 



(ti6) 
qviy pour des faleurs féeUes de x renier oi4et ; tatre ktij 

les développements des fonctions I(i*f>x)y (i -4- x) , et supposant m r<d| m 
prouverait encore que pour des valeur»-^de Jg. inmgînaires et déterminées par réquatioi 
(17) ces deux séries sont convergentes comme la série (i4) > ^^^t que 1 deimure com- 
prise entre les limites (21). 

Quant à la série ^ ^^ -^iOl^Mî M ^r .^ 

I « 2 - I • 2 • ^> 

- » 

qui y pour des valeurs réeUes de x représente le développement de e'i on la trouvera 
convergente pour toute valeur imaginaire , mab fin^e de la variable x. 



'a: - . ^ • 

S i5. Dts exponentielles imaginaires, on<^i'« '. i 

Dév^oppements des fonctions cos x y sinx\ ' *' ' '*' 

Désignons à l'ordinaire par e la base des logarithmes Népériens y et par A un nom- 
bre quelconque. Si la variable x est réelle , les deux fonctions 

e' , y^Jf 

seront toujours développables , par les formules (12) et (ao) du § 7 en séries conver- 
gentes ordonnées suivant les puissances entières et positives de x, en sorte qu'on awa 

X* x' 
(i) c*^ = I -♦- X -♦- -f- 5» •♦- etc 

w ^'= . -H xi(^ H- ^.V ■*- L.3 -^^^ 

D'autre part , come en posant 



on en conclut 



tf « =r ou i 

1.2 ••• n i.a ..tn 



a. fa ^ 1 aw "" » -•^ I * 



«n|M îadiliwiMiil le iknbM »» 



'I :' 



i • i- «^ 



coasiun— ^ sb o ; 

On 



«Ht dn 3»* tfi4ailliie dn S préoédent cpie les téries 



1 . 1 



(3) 



I , X , , r- , etc. 



(4) 



I, xl(^), 



a:*[l(^)> :r«[l(^)]5 



I • a 



1.2.3 



etc. 



MtteroQt conTergenles si la variable x devient imaginaire | sans que son Hiodule se 
rédûse à ^oo, c'est-à-dire pour toute valeur imaginaire et finie de x. Cela posé, 
«près avoir démontré l'équation (a) dans le cas où la variable x est réelle , concevons 
^'on étende cette équation au cas même où la variable x devient imaginaire et qu*on 
s'en serve alcMrs pour fixer le sens de la notation A* , c'est-à-dire , pour définir ime 
enWtoètitîdle 'imagisuûre^ En prenant 



A=:ie 



on réduira la formule (2) à la formule (i) , par laquelle se trouvera définie l'eiponen- 
tidle imaginaire e'; et comme , en remplaçant x par xl{A) dans Téquation (i), 
00 Sera coindder son second membre avec celui de Téquation (2) y il est clair qu'on 
pourra fiier encore le sens des notations 



^', 



à Taide de la formule (i) jointe à la suivante 



(5) 



jx ac e^H-rf) 



Observons maintenant que l'équation (i) du § 7 pouvant être étendue au cas où 0c et x 
deviennent des expressions imaginaires , on en tirera , comme dans le § 7 , 



(6) 



Um ( I -f- « )*»• = I -f. x 



X* 

1.2 



1.2.3 



eic*.i •• 



iS 



( "8.) 

pourvu que 9 le nombre entier m venant à cn>tot.ittdrffimme<rty y<tt|gBi4i»t:iMlaginairi \ 
s'approche indéfiniment de la limite zéro , mais de manière à vérifier la condition 

(7) lim (i»ft)i± )t. 






On aura donc , sous cette condition 

(8) ^'m (i -f- «)*• =:c' , 

quelle que soit la valeur réelle ou imaginaire de * r • Ainsi , en particulier , comme on 
vérifiera la condition (7) , en posant 

« = — y 



m 



i . I 



la fermole (8) donnera gënérdement 

(9) «' = Hm (i + Jj". 

Si dans la formule (9) on remplace x par y on obtiendrar la formule seiiiblable 

et de cette dernière jointe à la formule (9) on tirera 



(10) 



V 



•-- = '" i'*i("^*ï^)l 



D*ailleurs , si Ton pose 

m \ "^ m / ' 

on en conclura 

ii'm m « = /lift 1 X -f-^ -f- — i I = X -f- ^ 

|var conséquent 

I>oiic U formule (10^ pouna étie réduite à 

ItO e*.e' = e^ + r. 



("9) 
Si dans cette dernière on remplace x et y par xl(J) et yl{^)y on trottrerai 
en ayant égard à Téquation (5) 

1 

Ainsi les formules (u), (ii) qui expriment une propriété fondamentale des exponen- 
tielles dont les exposants sont réels y s'étendent au cas même où les exposants deyien- 
ïieiit imaginaires. Ajoutons que des ces formules on déduit immédiatement les si^yantes 

C 1 3) e'+>+*+ • =s e' . ^y . e» 



C 1 4) ^*+r+«+ . . = A^. Ay . A 



_5qnel que soit le nombre m des variables x ^ y j z , *, puis , en posant 

x^y^^^ ..... 

* 

Ci5) e*«' 55 ( c» )«• 

JBnfin , si dans les formules (ii) et (12) on remplace x par x^^y on en déduira 
mmmédiatement les deux suivantes 

C17) ^""^ = ^ > 

C«8) A--y^^^. 

Concevons à présent que , dans l'équation (g) ^ on écrive x ^'^ au lieu de :r> et 
iC dans la formule ainsi obtenue , savoir , 



C'9) e'^-' =/,,»^,+^^z-îy 

attiîbue *à x une valeur réelle. Si l'on pose 



(x»^ ^ X 



l»o) 



on aunt 



(lao) 



(ai) iH •— I =:r(co8£ •*• •— isinl), 



(w) 



I i^ iL/TTÎ 1 =r* (cos mt-^ •— i siiiiiil}- 



De plus y comme en vertu de la seconde des formules (lo) , Tare I aum pour lî 
zéro, réquation (77) du § la donnera 

ou y ce qui revient au même , 

Um mi s= X. 

Enfin, puisque la première des équations (6) , (7) [S 7] entraîne toujours la seconde 

et qu'on a éyidemment 

,. m X* -, X* 
Um — . — = Um — = o , 
2 m* un 

on trouvera encore 

m 



Umr^ = Um i i'^ — 1 = c« = i . 

Donc on tirera de l'équation (20) 

I -♦- — t/— il =cosx-*-i/ — isinx, 

et la formule (ig) donnera 

(34) c * = cos X -♦- ^/ — I sin X . 

Ainsi 9 toute expression imaginaire qui a l'unité pour module , et peut en conséquence 
s'écrire comme il suit 

cos X -♦- / — i sin X 9 
X désignant un arc réel , se confond avec une exponentielle imaginaire et de la forme 



& Vna vttcibiMdt à x, une valeur eo ptotie réette, en partie imagiiudrey si par exemple 
on snppofaît 



• • • 



y jZ désignant des qymntittés réelles , on tirerait de la formule (i i) jointe à la formule (^4) 

Si, dans cette dernière équation. , on remplace ^ et s par y\{A) et zï{A) y on 
en conclura y eu égard à la formule (5) , 

(a6) À^'^^^~^Ay \coslzl(A)']'^i/Znsnï[zl{A)']\ , 

Les formules (a6) , (37) fournissent immédiatement les valeurs des exponentielles 

correspondantes k une valeur imaginaire quelconque de la variable x. 

Lorsque dans la formule (a4) on remplace x par — jr , on obtient la suivante 

(27) e"~'^~ ' = cos X — i/^Tl sin X , 

de laquelle on tire, en la combinant avec la formule (^4)7 

(a8) a cos X = e ~' -♦- e""**^"' , 2 sin x /ITT = e^"* — e""^ , 

ou j ce qui revient au même , 



xi/_i — art/— I *V^ — jrV— 

(ag) cos X == , sm x = 



I 



2^/— I 

Ces dernières formules subsistent, comme les équations (a4) et (27) pour une valeur 
réelle quelconque de la variable x. En les étendant au cas même où x devient ima- 
ginaire , on pourra s'en servir , pour fixer dans ce dernier cas le sens des notations 

. cos X , sin X • 



(lia) 

Si 9 à l'aide de Péqaaiion (i) <m développe^ snifant les puksancei enlièfef et poin- 
tives f le premier membre de la formule (24) 9 on trouyera' 



(3o) cos X -«- / — I sin T = I •*• X j/— I — — — — :r y — i 

1.2 1.2.3 



x* 



I.2.3.4 



— etc. . 



•* 



par conséquent 



CO8 jr s: I — 



(3i) 



sin X :s X 



x» 
1.2 

x^ 



x^ 



1.2.3 .4 



— etc, 



1.2.3 I .2*3. 4-5 



— etc. 



Les formules (3i) qu'on peut aussi déduire des équations (29) subsistent pour des va- 
leurs finies quelconques , réelles ou imaginaires de la variable x • 

De la formule (24) jointe aux formules (20) , (22) , (25) , (26) du $ i3 * il ré- 
sulte que 9 si a j b désignant deux quantités réelles quelconques , on pose 



(32) 



/} =r k^a»-h ^ , J' ?= arctang — . , 



on aura , pour des valeurs positives de a y non seulement 



(33) 

mais encore 

(34) 






a^b\/ 



-i=/»e* e , 



A: désignant un nombre entier quelconque , et pour des valeurs négatives de a y non 
seulement 



(35) 

mais encore 

(36) 

En résumé l'on aura 



, > ti/=^ ±(2A:-hi);rv/3r7 



a -♦- i v'— I =: /) c 



V— 



^ Pag. 107, lign. II llseï 



ûH- 1/_, = p (cos^ -t-vCIî sin^) [cos( 2 A -1-1) tt ± k'—i sin (2 Ar -♦• i)ir] . 



(•i»3) 
Unleitt de 0' devant ktfé déterminée par la première onla-sec6nâe dei deiix formules 

(38) d = ^=taA7r, 

(39) ô=:^±{2k^i)n , 

suivant que la quantité réelle a sera positive ou négative. On peut donc énoncer la 
proposition suivante 

i.*' Théorème. Toute expression imaginaire 

a '^ b i/1I*r 
est le prodmi d^un module réel 



|B =S (/ a* -H ^« 

par^ une exponentielle imaginaire de la forme 

m 

el dans laquelle 6 désigne un arc réel déterminé par l'une des équations (38) , (3g). 

A l'aide du i.^ théorème joint aux formules (i3)^ {i5)j (17) il sera très-£Eicile d'ef- 
fectuer la multiplication y la division ou Télévation à des piûssances entières d'une ou* 
de plusieurs expressions imaginaires dont les modules ne se réduiraient pas à l'unité. 
Car si l'on pose 

a-f-6/- 1=^6 , a-4-6V— i=s/c , a"-*-6'V— 1=/) e , etc.. 

f j 9* j /}'' ... étant àes quantités positives , et 6 j 6' y &* y „. des arcs réels , on trouvera 

(4o) (a^6i/3T)(a'-t-6V^=^)(a''H-6'VZrï)...=^p'^''...e^^"*"^"*"^""'*^~' , 

a^b^/— _ p (ô_ôV~ 

f^ \ / r j — X md^ 1 

(4a) (a-^b /— i)*" = p*» e 

U est aisé de s'assurer que la formule (34) s'accorde avec la formule (33), et la for- 
mule (36) avec la formule (35) attendu qu'on a généralement 

/,^^ ±^k7S^^ , , . , 

(43) e zzcos iik7r±v — isma^TTsi , 



(44) 



! ^ ' =co$(2A -f-i);r±/— I sm (iA:-«-i)7r =:— -I . 



n 7 a plut. Si t (UiigM un are tM^ on ae pouR*- érUknaieBt mtàtbàn k Véfutàm 

imaginaire 



.. ^ . I-. ■ "• " .,' 



(45) «*»^«i, î 

ou , ce qui revient au même , aux deux jqaatioiis réelles 



f : ' ; » i 



if ' . ■ 



(46) fiOi I s I ^ tUil ss o , 
qu'en posant 

(47) e»±a»ir, 

et attribuant au nombre k une valeur entière. Pareillement on ne pourra satisfaire à 
l'équation imaginaire .. ;j.,f ^ .x. — > .- 

(48) - ' ^^' V»^.^^-'- 
ou y cé qui relent au même , aux deux équations réelles 

(49) cos ( s .^ I , sin c =s o 

qu'en posant 

' , ». 
■(5o) l = ± (a* -^ i)7r. 



V *■ 






y» 



§ i6. Relations qui existent entre les sinus ou cosinus des multiples d'un arc 
et les puissances entières des sinus et cosinus du même arc. 



Si, dans la formule (i5) du § précédent, on remplace x par x^^i , elle donnera 



e""«^~ _ ( g't/-)'" 



ou , ce qui revient au même , 



cos m X -t- /^ sin mx s: (cos x •#- ^Z— i sin x)"* 
= co8x-i-mcos'»»-'xsinx/^-— ('n)»co8'»«-*xsin*x— (wji cos**'*xsin*;r/-^-*-etc 



T , 



toftaiX'sr coi"* x^*-» (m)» cos'**» x «b* r •♦• (ifi)4 cof*»-* y rin« x •*• etc.,. 
énmxs: m cas"**" x sinar— - (mjscos"**' or sin^ x «4- etc 



ou , ce qui revient au même , 

Icot mx ss [i— (m), tang» x^* {W)4 tang* f-i^élc...] cos*» x , 
'^. ... 
un mx s [m tang x — • (m)s tang* x •♦• elc «. 3 co»*» x , 

ds on en conclura 

m tang x — (m)j tans' x -♦- etc ^'^ ' 

3) tang/nxss r-r-f — ^ ^ , , ^ : r- 

' ^ I — (m)» tang» xn»\(/»)4 tang* x —«te 



1 pour fiier les idées on pose successivement iii=:a, m:â3, Dt'=:4i ^^<^* ^^^ '<»'' 
aides (i) et (3) donneront 



i) 



cos ax =: cos* X — sin* x , 
sin a X =r a sin X cos x , 



) 



• 4 



2 tans X 

>) tanff 2 X = 2 

' o I _ tang* X ' 



î) 



tang' 

cos 3 X = cos' X -* 3 cos X sin» x , 
sin 3 X = 3 cos» x an x -^ sin' x , 



" «ugj^ I— 3tanK»x ' 



8) 



tang' 

cos4x=ïCot4ar«M6eos*xrin* x ^ sin4 j: 
sin 4 X = 4 cos' X sin X — 4 co* x sin' x , 



, 4 (tong X — tang' x ) 
a) tang 4 a: = -î — ^-^-2 s i- 

^ I — 6 tangua: -f. tang^x 

e%c.t.. • 

■ 

iCs formules (i) dont les seconds membres entridnant toi^oiir^ un nombre fini de termes ^ 
euvent servir à déterminer cosmx et sin/nx en fonction de sinx et de cosx, 

è6 



On peut aussi exprimer les p^ûssapçes d^ sinx et Je cos x en fonction des. sûm 
et cosinus des arcs multiples de x. En effet on dre des form]ides| (a8) du § précédent 

2*» cos"» x = c "^ -f-mc^ -^ -f- •*• m c^ ^"^ -♦• c ^ 

_ • • _ 

a-(/rD-sin-x = e'^--me('"~">^^ * ^ m e'^'^'-^^^' ± e'^- ' ; 

puis on en conclut i .® en. supposant m impair 



cos*» 



X =s-jjj^ï cos mx •♦• {m) cos(i» — a) x ^- •♦- (m) cos x l 



(II)' 



sm^xsz^ < ànmX'^mna{m^»%)x -*• ^(m) sinx V ; 



a.^ eu supposant m pair 

cos'^xsr î cosma:-*-mcos(/»i— a)x-*- •♦• (m) cosax -4- -^fw) f 

sin^xs J cosmx— i»cos(m— ajx-t- =f (m) cos ax ±-î-(m) I 



Si y pour fixer les idées on pose successivement mssa, msS, msz^ ^ etc oc 

tirera des formules (11) et (ta) 




(i3) 



(i4) 



cos* X = — ( cos a X -♦• I ) • 

a ' ' 



sin* X = — (^cos a x -4- i ) , 
a ' ' 



cos' x^-T (cos 3 X -t- 3 cos X ) , 

4 



m' X = j( sin 3 a: — 3 nn X ) 7 



**• M ' ' M' , t ^. ail 



C0S4 r S5 g- Cco< 4 ^ "^ 4 côs'a a* -4- 3} , 
(i5) 

sm4 ^ = g- (coi^4. X — 4 coi 1 a? «4- 3} , 
etc. 



r 

I 

I 



, . V 



xn -/ - •» 



s 17, Sommation des sinus ou cosinus d^une suite d'arcs représentée 
par les différents ternies d^une progression arithmétique. 



» f 



Considérons une suite d'arçs en progression arithmétique ou de la forme 



j 



(i) fl, fl -*• «, fl -♦• a£ , 0^(n'^i)t, 

tj C-âé«i(pumt deux quantités réeUes et n un nombre entier quelconque. Dn^ auja 

ces fl -♦• COS (fl •♦• I) -4- COS (fl ^ 2 I) •♦• -4- COS [fl •*• (» — ï) <] 

(a) < "^1 ^^^^ •*• sin(fl •*• •*• sin(â -f- 2 "♦• -»- sin [fl -f: («— 1)1] \\P^i 



= e 






D'autre part , si dans la formule (i5) du § 14 9 savoir 
(3) iH'X'hx^'^ -^jr»-«s= S' 

' I — X X — I 



on 



pose 



«1/- 



I 



X = c , 



oa trouvera 



1 •♦• « •♦• e -4- •*• e 



«vn -;«y— -4-iy— » 

c —I e* — c » 



ou , cé qui revient au même y 

2 sin — i/~ 
2 



{•»«) 



On- awB Jbae patf «uitt 

■ ..il* 



' i ■ 



. .»; . I 






[*!M«-^iWi^^ 



t ' Jfl'; r «i." : 



' 1 



(4)< = —, •-. 



asin — 






asin — 



asin-^ 



et la formule (a) fournira les deux équations réelles 



COStf •*• C08(fl •*-0-*- <^Ot{fl •*-2 0-*- .. •*-C08[fl ^(/l— 1)«]= 



sin^d— — ^l-^nl)— sin^d— j-t^ 



(5) 



asm-^ 



8ind-4-sin(tf-t-()-f-sin(â-f-a0-^ ..-f-sin 



cos(^d— 4-< V^cotfd— — 



.t-^nl 



2Sin-^ 



Si dans les équations (5) Tare 6 se réduit à zéro , elles donneront 



I ««- C08 i H- cos 2 t -^ .< 



cos 



I sin(ii— -^V 



(6) 



sm-^ 



sin ( -4- sin 2 c 



£ I cos fn — -i)/ 

sin ( /i — I ) < = tanc — — — ■ ^ ; — ^— 

^ ^ î» sin i. 



2 W 



Si dans les mêmes équations on pose n t =c 2 ;r , ou £ = , leurs seconds mei 



w 



bres s'évanuiront. Enfin , si Ton pose n( = 7r, ou t = — , on trouyera 



1 

cos 9 -f- cos 1 tf4-— l-f- cos( 4 H J •#-...-#- cos f n — ^^tt 1 = 



sinf — d 

\ 2/1 



sm 



2 n 



(7) 



sin d -«- sin 



in(ô^l)^.8in(d*^)+...H.sm(fi + ^,\ = 



cos 



(-- 

van 



6 



sm 



2 n 



Soit nuônteuant s une longueur comptée fur une droite AÉ qanittloniiç fm^rtaw 
>laâ O & (y j que dans le menue plan on mène par le point O i.® ime. perpendi- 
iilaire MN ■ à -kr dr«>ite A B y a.® n autres droites qui eompretment êSl»e elles des 
LDgles égaux dont chacun aura éTidemment pour mesure le rapport 






a n "" Il 



• 

/ t 



X^e système de ces dermères droites offrira une espèce de ro$e des veiUs \ et si Tbn 
nonune 6 le plus petit des angles qu'elles forment avec la droite M N ^ 6 sera 

compris entre les limites o , — . Ajoutons que les diverses droites dont sera com- 
posée la rose des vents y formeront avec M N des angles respectivement égaux aux 
^î£Brentr termet de la progression arithmétique 

r 
f 

y • (#-♦■—"• (/H- ■ • ••••• o •?• ■ • 

^ n ^ n ' n 

Cela posé , soient 

ûo y at j a% y âii-i 

les projections orthogonales de la longueur s sur les droites dont il s'agit. En v^u 
du i.** théorème du § la , Um sera le produit de s par le cosinus de l'angle aigu 
compris entre une de ces droites et ^ ^ , ou en d'autres termes , par le sinus de 
l'un des deux angles qui forme la même droite avec M N perpendiculaire A B , On 
aiura donc 

* 
«t par suite 

(d) tfe-f-tf|-H«..-f-tf«i-i=:5|cOs4-«-COs( ^H WcOslfl-4- j -H ...-*• COsIfl •*• — — Trlj. 

Soit d'ailleurs /a la moyenne arithmétique entre les projections ûo y at 9 ^n-i de 

^ longuetu* s , en sorte qu'on ait 



iSi) M = -^n ' 



. ^ 



(i3o) 
Où tirera dei fermulei (8) et (g) i jointes à b lecpn^e des équations (;) 



COI 



C;^.-') 



•m -2. 

a n 



\ ■ 



t « 



par conséquent 



sm 

(lo) sssnfM-^ 



cos 



(^-') 



Donc , puisque est compris entre les limites o , — , on conclura de i'équ 
(lo) que la longueur s est renfermée entre les limites 



n f4, tang — - , n m «in -^ , 

OU y si Ton fait pour abréger y 

(n) = «, 

entre les limites 

, ^ I tang 0t I sin A 

(12) — nu 2 — — ÎT/A . 

2 fit 2 fit 
Concevons à présent que le nombre n croisse indéfiniment. L'arc a =: s'a 



2 a 



chera indéfiniment de la limite zéro j et les rapports 



tang A sin a 



de la limite i ( voyez le § 1 2 ) . Donc , pour des valeurs infinies de n ^ les e: 
sions (12) deviendront égales entre elles et à — tt/a , et Ton pourra en dire z 
de la longueur 5 . Ainsi se trouve démontrée la proposition suivante. 



Ci3.î 

I.*' Théorème. Si Fon nomme n k nombre dés 'droites dont se vbntpose- ^ne h)se des 
^jcius tracée dans un plan quelconque ^ et /a la moyenne arithmétique entre les projections 
sEAr ces droites d'une longueur rcctiUgne s mesurée dans le même plan , cette longueur 
sera précisément équivaletitc à la limite vers laquelle converge le produit 

^our des valeurs croissantes de n . 

Si , en attribuant au nombre ' n une yaleur considérable , on prend —it/A pour va- 
leur approchée de s , l'erreur commise sera représentée par la yaleur numérique d^ 
la différence 

I . . 

5— -TT/X, 

«t puisqp&e la longueur s est renfermée entre les quantités (la) , nous pouvons con<-> 

t 
4:lare que Terreur commise sera équividente au produit de - 9r /a par une quantité ren- 
fermée entre les limites 

/ ,. tang ûL sin a 

D'heurs » en vertu des formules (3i) du S i5 , les différences 

^ etc. , 



I 


— 


sm 


Cf. 


= 


** 




CL 




I .a. 


.3 


niaa, 




c.n% 


A 




*W 


f 
I 



i,a.3.4t5 



— cos a = — 1 ï — T ) — o-7l » — Tl-«- etc. 

i.ay . 3/ i.av3«4\' * ^/^ - 



»... 



I a* r «4 

I 3 I .a. 3 5 



seront développables en séries convergentes dont les termes alternativement positifis et 
"^^-'^^ offiiront des valeurs numériques de plus en plus petites , lorsqu'on supposera^ 



» = ou > a , 
^ pur suite 

a ft 4 



{i3a) 
Donc alors , «a Tertu du troUicme théorème du S 6 , on aura 

(•5) '— <"F = r7"7 



et 



SIDA ^ «• JT» I 

A 3 la n* ' 



par conséquent 



, ^, tang A ^ «» séc * I 
(16) —-2 I < r ; 



puis y en supposant 

par suite 



ra = ou > 3 , 



ct = ou<7 , sec« = ou<-^ , 



et ayant égard aux conditions 



10 . 91» ^ 10 



««=(3,i4i5..)» = 9,869... < 10, •^<^<«, g^<j7^<i , 

on tirera des formules (i5) , (16) 

sinci 1 tangft i 

On peut donc énoncer la proposition suivante. 

2/ Théorème. Les mêmes choses étani posées fue dans le théwréme premier , n 
prend pour valeur approchée de s la (fuanlUé 

I 

terreur commise ne surpassera pas le produit de cette valeur approchée par — po\ 
que le nombre entier n ne soit pas inférieur à 3. 



(i33) 

$ i8. Relations qui existent entre le périmètre d'un polygone plan et les sommes 
des projections des éléments de ce périmètre sur diverses droites. 

Rectifications des courbes planes. 



\/^ Théorème. Un polygone étant tracé dans un plan quelconque ^ si Von nomme n 
le nombre des droites dont se compose une rose des vents construite dans le mime plan , 
A la somme des projections absolues des divers côtés du polygone sur l'une de ces droites , 
M la moyenne arithmétique entre les valeurs de A correspondantes aux diverses droites , 
et S le périmètre du polygone, on aura sensiblement y pour des valeurs considérables de n y 

(i) Szz^nM. 

De plus j si le nombre entier n surpasse 2 , l'erreur que Von commettra en prenant 
— n M pour valeur approchée de S sera inférieure au produit de cette valeur appro- 
chée par — . 



Démonstration, Soient 



5 , 5' , 5» , 



les longueurs des divers côtés du polygone , et des 

les moyennes arithmétiques entre les projections de s, ou de 5% ou de s" , 

sur les diverses droites dont se compose la rose des vents. On aura évidemment 



5 = 5 -♦. s* -♦. 5" 



ilf = jt* -♦• /a' -♦• /{*" 



et par suite 



1 2 a a 



D'autre part , si Ton prend pour valeurs approchées de 

s y s y S^ ••••• 



'7 



(i34) 
les quantités . . 






les erreurs commises , en vertu des tliéorêmes ï et a du § précédent, seront respective- 

ment inférteiîres aux produits de ces quantités par -^. Doue l'erreur ccmnnise %^t fa 

somme 

5 -•- 4r' •♦• 5" -♦• se 5 . 



sera inférieure au produit de — par la somme 

— ;r u -♦• — ;r u -*- — TT u" -*- = — tt A/ . 

222 2 

• •• 

Cette etreur commise étant ti*c6*petite pour des valeurs considérables de n ^ on aura 

sensiblement alors S =: —n M . 

2 

Corollaire i/'* U est clair que la démonstration précédente est applicable non seule- 
ment à un polygone fermé y mais aussi à un polygone ouvert , c'est-à-dire, à une por- 
tion de polygone , et même à un système de polygones ou de portions de polygones 
quel que soit d'ailleurs le nombre de leurs côtes. 

Corollaire 2/ Dans le cas particulier où l'on considère un polygone convexe et fermé, 
la somme A des projections des côtés du polygone sur une droite est évidemment 
double de ce qu'on pourrait appeller la projection du polygone , c'est-à-dire , double 
de la longueur 91 qui renferme tous les points de cette droite avec lesquels peuvent 
coïncider les projections de points pris au hazard sur le périmètre du polygone. Par 
suite la moyenne arithmétique M entre les diverses valeurs de A correspondantes 
aux diverses droites dont se compose la rose des vents sera double de la moyenne 
arithmétique 9)? entre les diverses valeurs de 9( qui représenteront les projections du 
polygone sur ces diverses droites, ou, si l'on veut, les dimensions du polygone mesurées 
parallèlement à ces mêmes droites. On peut donc encore énoncer la proposition suivante. 

2.^ Théorème. Étant donné dans un plan quelconque un polygone convexe et firme j 
si Von nomme n le nombre des droites elont se compose une rose des vents construite 
dans le même plan j M la moyenne arithmétique entre les projections du polygone sur 
ces diverses droites ^ et S le périmètre du polygone , on aura sensiblement , pour des 
valeurs considérables de n . 

(2) S=:nm. 



De plus , si k nombre entier n surpasse 2 , r erreur que Von commettra ^ et prenant 
ffSff pour valeur approchée de S y sera inférieure au produit de cette valeur appro^ 

chée par — . 

Conceyons maintenant , que les polygones dont il est question dans les tlié^rêmes i 
et a soient inscrits à des courbes données. Si les côtés de ces polygones deviennent in- 
finiment petits et le nombre de ces côtés infiniment grand y le périmètre de chaque 
polygone aura pour limite la longueur ou le contour de la courbe circonscrite. Par suite 
on déduira immédiatement des théorèmes 1 et a ceux que nous aUons énoncer. 

3.* Théorème. Êiani donné dans un plan un conteur quelconque S , si l'on nommt 
n le nombre des droites dont se compose une rose des vents construite dans le même 
pUm y d la somme des profeciions absolues des diverses parties du contour sur une des 
droites ^ et M la mc^emne oriëÊmétîque entre les valeurs de A correspondanies aux 
diverses droites , on aura sensiblement , pour des valeurs considérables de n ^ 

il) S^Z^TSM. 

De pius , si le nombre entier n surpasse 2 , Verreur que Von commettra en prenant 
— ir AT pour valeur approcliée de S sera inférieure au produit de cette vateur ap^ 

prockée par -^ . 

Corollaire i ."* Ce théorème subsisterait anoore, si Ton représenCaît par S le système 
d'une ou de plusieurs longueurs mesurées sur une ou plusieurs lignes droites ou courbes 
fermées ou non fermées. 

Corollaire 2.' La valeur approchée de S étant calculée à l'aide de la formule (1) , 
renrenr commise ne dépassera pas la neuvième partie de cette valeur y si Ton prend 
n =5 3 y la vingtcinquième partie si l'on prend n= 5 , et la centième partie y si l'on 
prend n = 1 o . Dans le premier et le second cas M sera la moyenne arithmétique 
entre les sommes des projections absolues des éléments de S sur trois ou cinq droites 
respectivement parallèles aux côtés d'un hexagone ou d'un décagone régulier. 

Corollaire 3.' Si S représente le système de plusieurs courbes formées et tracées 
dans l'intérieur d'un cercle décrit avec le rayon R , si d'ailleurs on suppose que le 
système de ces courbes ne puisse être traversé par une droite en plus de 2 m points ; 
on aura évidemment 

A<,2m,2Ry 



(i36) 
et par suite 

(3) M <'i m .1 R; 

puis , en observant ^ue la formule {i) devient ngoureuseinent exacte pour des valeurs 
infinies de n^ on tirera de cette formule jointe à la condition (3) 

(4) S <m .in R . 

4** Théorème. Étant donnée dans un plan quelconque une courbe com^exe et fermée , 
si Von nommrne n le nombre des droites dont se compose une rose des venis construite 
dans le même plan , 31 la moyenne arithmétique entre les projections de la courbe 
sur ces diverses droites y et S le périmètre de la courbe ^ on aura sensiblement , pour 
des valeurs considérables de n , 

(2) 5 = ;r aW . 

De plus , si le nombre entier n surpasse 2 , l'erreur que l'on commettra en prenant 
n 3fl pour valeur approchée de S sera inférieure au produit de celte valeur appro- 
chée par — . 

Corollaire i/*" Une courbe convexe est, comme Ton sait, celle qu'une droite ne peut 
traverser en plus de deux points. Cela posé, concevons que S représente le périmètre 
d'une courbe fermée et convexe , tracée dans l'intérieur d'un cercle dont le rayon soit 
R. On tirera de la formule (4) j en y posant /n = i . 

l "■ S <2 7t R . 

Corollaire 2.* Si S représente la circonférence d'un cercle décrit avec le rayon R , 
la projection de S sur une droite quelconque , et par suite la quantité 31 elle- 
même se réduiront évidemment au diamètre 2 R . Donc alors la formule (2) donnera , 
comme on devait s'y attendre 

(5) S ZZ2 7: R. 
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5 ip' Sur les puissances fractionnaires , ou irrationnelles , ou négatii^es d'une expression 
imaginaire. Résolution des équations binômes et de quelques équations trinômes. 



P6iir rendre plus dair ce que nous avons à dire sur les puissances fractionnaires , ou 
imtionnelles y on négatives des expressions imaginaires, il sera utile de rappeler d'abord 
les déSnitions relatives aux puissances des nombres. 

Élever A à la puissance du degré x {x étant positif ) , c'est chercher un autre 
nombre qtû soit formé de A par la multiplication comme x est formé de Tunité 
par Paddition. Pour bien comprendi-e la définition précédente , il faut distipguer trois 
eu y suivant que x est entier , fractionnaire ou irrationnel. 

Lorsque x désigne un nombre entier, ce nombre est la somme de plusieurs unités. 
La pmssance de A du degré x doit donc alors être le produit d'autant de facteurs 
égaux à A qu'il y a d'unités dans x , Ainsi , par exemple , si Ton prend 

jr = 3=i-Hi-+-i, 
on aura 

A^ zzA A A . 



Lorsque x représente une fraction — {ni et n étant deux nombres entiers ) , 

il faut , pour obtenir cette fraction , i /* chercher un nombre qui répété n fois repro- 
duise l'unité -, 2.<^ répéter m fois le nombre dont il s'agit. Il faudra donc alors , pour 

obtenir la puissance de A du degré — , i.® chercher un nombre B tel que la 

multiplication de n facteurs égaux à ce nombre reproduise A y ^.** former un produit 
de m facteurs égaux au nombre B , Quand on suppose en particulier m =: i , la 

puissance de A que l'on considère , se réduit à celle dont le degré est —, et se 

trouve déterminée par la seule condition que le nombre A soit équivalent au produit 
de n facteurs égaux à cette même puissance. Si , pour fixer les idées , on suppose 

X = ^ , alors aux équations 



3""*"3 "^J "" ^ ' 3 "" 3 ■*■ J ' 
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correspondront les deux suivantes , 



1 



^T ^T ^8 -^, ^T-- ^T^s . 

Lorsque x est un nombre irrationnel , on peut en obtenir en nombres rationnels dei 
valeurs de plus en plus approchées. On prouve facilement que , dans la même hypo- 
thèse , les puissances de A marquées par les nombres rationnels dimt U s'agit , s'tp- 
prochent de plus en {dus d'une certaine limite. Cette Unûte est la puissance de ^ da 
degré x . 

D'après les définitions qui précédent , la première puissance d'un nombre n'est aitre 
chose que ce nombre lui-même. Sa seconde puissance , ou son cwrri , et sa troisième 
puissanoe , ou son cube sont les produits de deux ou trois facteurs ^gaux ^ cse même 
nombre. Quant à la puissance du degré séro > die sera la limite vers laquelle convei^e 
la puissance du degré x , tandssqise le nombre x décroît indéfiniment. H «st tisé 
de faire voir que cette limite se réduit à l'unité | d'où il résulte qu'on a en général 

(l) y^«= I . 

Ajoutons que si Ton désigne par x ^ y ^ z y des nombres quelconques y on établira 
facilement les formules 

(i) A' Ar zs, A"^r , 

(3) A^ Ar A' =5 A'+y-^*^ , 

(4) {A')y=A'r^{An'\ 

et que , ai dans l'équation (2) on pose x -^y ss y on en tirerai pour des valeurs 
de X inférieures sl Sy 

(5) A'-' = ^; . 

La formule (5), étendue au cas où x devient supérieur à s y par exemple au cas 
où s s'évanouit y sert alors à définir les puissances négatives de A, C'est donc uni- 
quement comme définition d'une puissance négative du degré — x que l'on poie 
l'équation 

(6) ^-' = 4? • 

A' 
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En partant de cette dernière formule , on prouvera lanf peine que les équations ()) , 

(3), (4) f {S) subsistent lors même que les nombres x^ y^ z , 5, ou quelques uns 

'dfentre eux se changent en des quantités négatives. 

Dans l'élévation du nombre ^ à la puissance dont le degré est x y le nombre A 

'ippeQe racine y et la quantité x qui marque le degré de la puissance se nomme 

P. Eitraire du nombre A la racine du degré x , c'est diercfaer un nouveau 

B qui-> élevé à la puissance du degré x y reproduise A \ ce nouveau 

baonbre sera évidemment la puissance de A du degré — , puisqu'en vertu dé là 
F X 

famole (4) on aura 

( A^ Y = ^. 

Smt maintenant a^b/^ une expression imaginaire quelconque , a^b désignant 
dtnx quantités réelles. En généralisant les notions que nous venons de rappeler y on oIh 
tteadra les définitions suivantes relatives aux puissances fractionnaires ou négatives de 

Eitraire la racine n^^ de l'expression imaginaire a -¥- b /HT y ou , en d'autres ter- 
mes y élever cette expression à la puissance du degré — ( n désignant un nombre en* 

lier quelconque ) y c'est former une nouvelle expression imaginaire dont la puissance r^ 
reprodiûse £} -f- 6 /^ï . Ce problême admettant plusieurs solutions comme on le ven'a 
tout-à-rbeure y il en résulte que l'expression imaginaire a ^ b i^^ a plusieurs ra- 
cines du degré n . 

Pour élever l'expression imaginaire a -^ b i/HT à la puissance fractionnaire du 



degré — , il faut , en supposant la fraction — réduite à sa plus simple expression y 

1.^ extraire la racine n*^ de l'expression donnée; s.^* élever cette racine à la puissance 
entière du degré m. 

£nfin élever l'expression imaginaire a ^h'b i/HTT à la puissance négative du degré 

— IIS. ou ——ou — — , c'est diviser l'unité .par la puissance du degré w, ou 

I 1^ ut 



jt 



n ' n 



En vertu des définitions précédentes, extraire la racine n'^ de l'expression imaginaire 
a -f- fr 1/II7 y c'est déterminer les valeurs imaginaires de x qui vérifient l'équation binôme 

L7) X" = a -4- ^ >/^ , 

pte Pon peut aussi présenter sons la forme ,.-^' 

[8) x. = fc^^, 



(i4o) 

pourvu que , les valeurs de ^ et ]^ étant 

(9) /» = •oTirîi , J^= arctang - , 

et k désignant un nombre entier quelconque , Ton prenne 

(10) $ SZ^ ± ^ k 7t y 

si la quantité a est positive , et 

si la quantité a est négative. Or il est dair qu'on véhSera l'équation 



(12) X" = /} c* c , 



en prenant 



I Z — lïkn ^_ 



/ o\ IS II » - 

(i3) ar = /i c c 

et l'équation 

(i4) jr» = /»c* <r ' , 

en prenant 

(10) jr = /) e c 

II y a plus. On peut aisément s'assurer que toutes les racines de l'équation ( 
comprises dans la formule (i3) lorsque a est positif, et dans la formule (iH) 
A est négatif. Efiectivement représentons par 



r e 



une quelconque des valeurs de x propres à vérifier l'équation (8) y r étant 
dule positif 9 et t un arc réel. En vertu du troisième théorème du § i3 , on 



T 



et; comme Véquation (iB) donnera 






on en conclura ^ i^ ^ A a est positif, 



^««•=r^^fl/=7^^r»/-.^ 



poil ea muhtpliant de part et d'autre par l'exponentielle e 



-r^^ 






par conséquent ( yoyex les formules 45 , 4? 9 4^ ^^ ^o ^^ S ^^ ) 



«A IL t a * «: 



R n 



a.* si a est négatif 






par conséquent 



/v X » . ? (3^-*-l)^ 



7t n 



Si Ton suppose en particulier 



â s I , fr = y 



on trouvera 



f = ' ? 1^=0 > 



et réquation (7) ou (8) y réduite à 



(16) 



x^^ I 



iS 
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aura pour racines les diverses valeurs de x y que Ton peut déduire de la foimule 

± •=! 

(17) a' = e , 

eu prenant pour k des nombres entiers. J'ajoute que , pour obtenir toutes les racines 
de l'équation (16) , il suffira d'employer les. valeurs entières de k comprises entre le& 

limites o , — . En effet , considérons une valeur de k située bors de ces mêmes lî^ 

k 
mites ; et soit alors h le nombre entier le plus voisin du «rapport — • Xa différence 

k I 

entre les deux nombres h , — sera tout au plus = — , de sorte qu'on aura 

n . *^ a ' ^ 

(18) i=^±^, 

n n 



— étant une fraction égale ou inféiieure à — , et par suite 1^ un nombre entier 

inférieur ou tout au plus égal à — . Or , comme on tirera successivement de la for- 

« 



mule (18) 



lk 7S , î A' TT 
= 2 » TT ± 



n n ' 



ik n , a ^' îT , 

n n 



il en résulte que , sans altérer les valeurs de x fournies par la formule (17) , on peut 
y remplacer le nombre entier k y lorsqu'il est situé hors des limites o , — par un 
autre nombre entier compris entre les mêmes limites. 

Si l'on réduit le nombre k i.® à sa limite inférieure j c'est-à-dire à zéro*, a.* en 
supposant que n soit pair , à la limite supérieure — , on obtiendra les seules racines 
réelles que puisse admettre l'équation (16) , savoir : 

(19) X = I , et x = — I , 
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h seconde disparaUsibt toujours , lorsque n est impair ^ les autres racines correspon- 
dantes aux valeurs 

, n— I 

» » a > 3 , — j — , 

du nombre k ^ A n est impair j et aux valeui's 



n —SI 
« > a > 3 , — — - , 



du même nombre k ^ %ï n est pair, seront imaginaiies et conjuguées deux à deux. 
Donc l'équation (i6) offrira , si n est impair , une racine réelle et n«— i racines 
imaginaires -, si n est pair , deux racines réelles et n — • 2 racines imaginaires. Le 
nombre total des racines distinctes sera dans tous les cas égal au degré n de l'équa- 
tion (16). 
En combinant la formule 



7 k n 

n a A ;r , . 2 a r 

X = c = cos ± /—, sm 



n 



n 



ayec les formules (67) , (71) du § 12, et posant successivement 



n = 3 , n = 4 9 c^c< 



on trouvera y pour les racines imaginaires de l'équation x^ = i ^ 



x =c 



2 n y 



1 3» ._ 

-± /-i , 

2 2 



pour les racines imaginaires de l'équation x4 = i , 



9r 

^ , — ' 

a: s= c = ± y — i , 



etc. 



Si Ton suppose dans Téquation (7) 



a = — * 1 9 6 s o 9 
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on trouvera encore 

p = I , ^=o , 

et réquation (7) ou (8) réduite à 

(ao) x« =z — I , 

aura pour racines les diverses valeurs de >r que Ton peut déduire de la formule 

(21) xzz e y 

en prenant pour k des nombres entiers. De plus , comme la différence entre le rapport; 

^ Al -f- I 

2 n 

et le nombre entier h le plus voisin de ce rapport sera évidemment une fraction de 

numérateur impair , inférieure ou tout au plus égale à — , par conséquent une frictioik 

2 

de la- forme 

2 n 
2 ^' -4- I étant un nombre impair égal ou inférieur à n , comme d'ailleurs la formule 

2^-*-I , 2^'-*-I 

=^=b 



2/1 2/1 



entraînera les suivantes 



2 A- H- I - 2 A ■+• I 

9r =: 2 A 7r± ' ;: • 

n n 



2^-4-1 . 2 A:* -+• I , 

TT v—i ± ■ n v—i 

n n 

e = e 



il est clair qu'on obtiendra toutes les racines distinctes de Téquation (20) y en attribuant 
successivement au nombre k toutes les valeurs entières comprises entre les limites 

o, — ; — . Au reste k ne peut atteindre la seconde de ces limites et devenir égal à 
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f qu'autant que n est impair , et c'est alors seulement que Féquation (lo) 

admet une racine réelle y savoir , 

(%i) JT = — I . 

Les antres racines correspondantes aux valeurs 

n — 3 
o , I , a , ..^ — ^ — , 

du nombre A si n est impair y et aux valeurs 

n — 2 
o , I , a, — - — , 

du même nombre k si n est pair , seront évidemment toutes imaginaires et conjuguées 
deux à deux. Donc l'équation (ao) offirira , si n est impair , une racine réelle et n -* i 
racines imaginaires , si n est pair , n racines imaginaires. Le nombre des racines 
diitînctes sera donc toujours égal au degré n de cette même équation. 
En combinant la formule 

n ( 2 * -♦• I ) Tf , . ( 2 * -♦• 1 1 w 

x = c = cos -i — ± iZ—i sm ^ — , 

n n 

a?ec les formules (67) , (71) du § 12 , et posant successivement 

n = 2, nz=:3 , n zz ^ y ctc 

on trouvera pour les racines imaginaires de l'équation x* = — - i 

2 ^_ 

pour les racines imaginaires de l'équation , at' =: — - 1 

2 2 
pour les racines imaginaires de l'équation x^ = — • i 
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ou plttf simplement 



± I ± •— 



I 



ars= — -r==- — , 



CwCf •••• 



D'api'Gs ce qu*on vient de voir , les racines n^' réelles ou imaginaires de cbacune dei 
quantités --1,-1-1 sont en nombre égal à n • D'ailleurs , pour obtenir toutei lei 
valeurs de x que donne lu formule (i3) ou (i5) il suffit de multiplier successivement 
Tune de ces valeurs , par exemple , 

- ^y-i - 

p e o\x p e ^ y 

par les diverses racines de l'unité du degré n y ou bien encoi^ de multiplier la seule 
expression 

(23) P ^ 7 

par les racines n"'" de l'unité y si a est positif , et par les racines n**'' de •— 1 , û 
a est négatif. Ajoutons que y dans le premier cas , l'expression (aS) sera précisément 
une des racines rC^* de a -^ b y/^ , c'est-à-dire une valeur particulière de, x pro- 
pre à vérifier Téquation (7). Cette valeur particulière est celle que nous désignerons 
par la notation 



(i4) {a^b\/—^)ns 

dont nous ne ferons usage qu'autant que la partie réelle de l'expression imaginaire ren- 
fermée entre les parenthèses sera positive. Cela posé y en admettant que /i et J^ soient 
déterminés par les formules (9) , on aura , pour des valeurs positives de a 9 

(a5) p^ t^ =(a-*.6v/~)», 

et pour des valeurs négatives de a , 

(26) p e —(—a— 6/^)». 
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Pur suite on tirera des formules (iS), (i5) i.^" pour des Taleurs positives de a 

^kn . 



I -»- ^ 

a.* pour des valeurs négatives de a 

(aA-f^ ^ — 

(a8) x=( — a — *v/r:7)- e '^ 

et l'on pourra énoncer la proposition suivante : 
i.^ Théorème. Le nombre des racines distinctes de V équation binôme 

X» = tf -I- 6 v/:Z7 , 

tsi égal au degré n de cette équation. Ces racines ont un module commun équivalent 

à la puissance — du module de a -t- 6 |/II7 • Elles sont représentées , pour des va- 

hors paires de a , par les seconds membres des formules (i3) ou (27), pour des va^ 
kars impaires de a , par les seconds membres des formules (i5) ou (28) / et , pour 
Us obtenir toutes^ il suffit de multiplier successivement l'une d'entre elles par les diverses 
rgcines *ii"^ de l'unité y c'est-â-dire par les diverses valeurs de r expression 

Tikn ' 

1^9) ^ 

Les racines n"^' de a -1- 6 [/^ étant représentées par les seconds membres des équa- 
tions (i3) ou (i5) , les puissances m'^* de ces racines ( m étant un nombre entier pre- 
mier à n) y ou 9 en d'autres termes, les diverses valeurs de la pidssance de a^t- b •^7 

da degré — seront évidemment comprises y si a est positif , dans la formule 






m m ^ , 'xhm'K - 

i\ \ n n ^ n 

(00) P ^ ^ 



^t si a est négatif y dans la formule 



(3i) 



m m^ -li». (ik'¥'i)mn ^_ 

— —K>^^ =*= z ^^ 



n . n " n 

e e 
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• > 

Dans le premier cas teulemient , Tune de ces valeurs sera de la forme 

Cette valeur qu'on obtiendra , en posant dans la formule (3o) A s o ^ est celle 
nous désignerons par la notation 

m 

de sorte qu'en supposant les quantités ^ 9 |^ détenninées par les équations (9) 1 on 
pour des valeurs positives de a 



— ^K— I m 

(33) /> " c " =(a-#.fti/-,)'» , 

et pour des valeurs négatives de a 



(34) /»" «'* =(— a — 6|/^)-. 

Par suite les diverses valeurs de la puissance de a '^b iZ-Hi du degré — pei 
se déduire , pour des valeurs positives de a , de la formule 

(35) (a-^byf—xYc " , 
et , pour des valeurs négatives de a ^ de la formule 

— Tn ^~' 

(36) (_tf — 6|/=I)»e 

tl est bon d'obser?er que chacun des facteurs 



ih) « " 



•= 



I 



(2A-4-i)m9r -— . 
(38) e ^ 
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compris dans les iomkules (3o) et (3i) , ou (35) et (36) se réduit à l'une des racines n"*'' 
de la quantité -«- i 9 ou — - i . Il est d'ailleui's facile de s'assurer qu'on obtiendra 
successivement toutes les racines , en attribuant successivement au nombre k dans la 

formule (37) les valeurs entières comprises entre les limites o, — ôt dans la formule 

(38) les valeurs entières comprises entre les limites o, ; pourvu que, suivant 

l'hypothèse admise , le nombre m soit premier à n. 

Observons encore qu'en vertu des formules (^5) et (32) on aura généralement pour 
des valeurs positives de a 



(39) 






Si l'on divise l'unitc par la puissance de a-t-b\^—i du degré — , c'est-à-dire, par 

le produit (3o) ou (3 1 ), on obtiendra la puissance de a -4- 6 v/Hî du degré — — • Les 
diverses valeurs de cette puissance seront comprises , si a est positif y dans la formule 

%V--\ ^ k^-i 

// 1 n n ^ n 

40) ^ e c , 



^1 si a est négatif, dans la formule 



(40 t < 



— — — — •— 1 =F^ /— , 

n n n 



e 



I^ans le premier cas seulement , l'une de ces valeurs sera de la forme 



C4^) ^ '* e '* . 

C^tte valeur qu'on obtiendra , en posant dans la formule (4o) kzzo, est ceUe que 
^^ous désignerons par la notation 



m 



C43) (a + *i/:zr)~», 

»» 



(i5o) 

de sorte qu'en supposant les quantités p et ^ déterminées par les équations (9) j os 
aura y pour des valeurs positives de a y 

(44) p ^ e ^ =(tf ^ 6 /HT)""», 
et j pour des valeurs négatives de a , 

(45) p " e '* =(_a_^/=7)- - . 

En général m et 71 étant des nombres entiers quelconques , les deux notations 

M M» * 

(46) (a^-^i/HT-, (a-i-ftv/ZT)""^ 
seront comme la notation 

(a H- 6) /HT)» 

uniquement employées dans le cas où l'expression imaginaire renfermée entre les paren- 
thèses offiira une partie réelle positive , à moins que la fraction — ne se réduise à un 
nombre entier. 

Si la fraction — se réduit à un nombre entier m , alors les notations (46) pour- 

n 

ront être employées , quelque soit le signe de la quantité a ^ et de la formule 

(47) a -I- 6 •— I =pc 
on déduira immédiatement les deux suivantes 

(48) {a -^ b vZ—i ) = p e . , {a -k- i/— 1 ) = p c 

Si au contraire — ne se réduit pas a un nombre entier^ alors, en posant pour àbréffiti 



m 

M = ± — , 



(i5i) 
on tirera de* formules (33) et (44) > mci* seulement pour des valeurs positives de a , 

(49) (a + 6i/^)'* = / e'*^'^~. 

L'é€[uatîon (49) subsistant pour toutes les valeurs entières ou fractionnaires de la quan- 
tité positive ou négative désignée par ^t 1 l'analogie nous porte à l'étendre au cas même 
où la quantité fA devient irrationnelle. C'est ce que nous ferons désormais. En con- 
séquence 9 si /(A est irrationnel ^ la notation 

sera employée pour désigner le produit 

c'est-à-dire la limite vers laquelle converge l'expression 



is que l'on iSût converger la quantité positive ou négative , ± — vers une limite 
égale à fi. 

La résolution de l'équation (7) entraîne celle d'une équation trinôme de la forme 
(5o) x»» "^ px" 't' g sz o . 

En effet cette dernière , pouvant s'écrire comme il suit 



(5i) 



(-*?)■=?-'• 



pourra être remplacée , si -^ — ^ est positif , par le système des deux équations bi- 
nômes comprises dans la formule 

(5.) X. = _£.(£_,)-, 



H f ^t nr ^^1 ^^^ uég^tit f par le ijftëine de» deux équations binômes oMoprisi 

d«fi« 1» fontmUs 

■ 

Hi /f %#; réduit à VutùU 9 l'équation (^o) sera réduite à l'équation du second degré 
fit udiiiiittra deux ruciiici réelles inégales y et comprises dans la formule 

•i l'un tt 

ilciuK l'NC'Uirs inuiginiiiroi inégales comprises dans la formule 

■ 

t\ l'on « 

«•hUh tlcux r«ckuo* nVlle» «fgalcs et «létenuinées par la formule 

M Ton a 

l\i\ tx'nuiuAUl ce i^raifir^phe nous ferons relatircment aux racines n^' de Tunité 
|Mn^«ent\'e'k )viiv les divei^s valrors de Tcxpression v^^g) une obserration qui n*e$t 
sans iu\|HMtanee. 



(i53) 
Si l'on pose , pour abréger , 



{6i) X = e " 



a fr 



et y si l'on nomme / , t deux quantités entières positives ou négatives, mab tellement 
choisies que /' -^ / ne soit pas divisible par n y les expressions 



I ' 

(fa) X'se " , X"ssc " 

seront deux racines it"*^' de l'unité , distinctes l'une de l'autre , puisque la différence 
a/gr a/^gr a/gr^^— / a(/^ — /)7r \ 

ne peut s'évanouir qu'autant que 



n 



est un nombre entier. Donc Içs expressions (6a) seront deux racines n"'^' de l'unité dis** 
tinctes l'une de l'autre , si la différence /' — - / est inférieure à n ^ d'où il résulte 
que pour obtenir toutes les racines de l'unité du degré n , il suffit de prendre n 
termes consécutiCs de la progression géométrique 



(63) X-S X-* , X-» , I , X» , X« , X» , 



indéfiniment prolongée dans les deux sens , par exemple , les termes 
(64) I , X , X* , X— . 



\ 



K> 



j 



(■54) 

§ 20. Logarithmes des expressions imaginaires ^ et logarithmes imaginaires 

des quantités réelles. 

Soit 



"1 



une expression imaginaire quelconque , a y b désignant deux quantités réelles. Ce qu'oa 
appelle le logarithme de a '¥' b ]/^^ y dans le système dont la base est A , c'est 
une seconde expression imaginaire « -4- â |/ — i , dans laquelle les quantités «, 6 
sont teUement choisies que l'on ait 



(0 



= tf -♦- b •— I , 



et par conséquent y eu égard à la formule (5) du § i5 , 

(a) c' ' ^ ' =fl H- ô i/^i . 

Ainsi , en particulier un logarithme Népérien de a -»- 6 i/1I~î sera une expression 
imaginaire a ^ 6 /"^ tellement chobie que l'on ait 

(3) c = a H- 6 /— I • 

D'ailleurs , si l'on fait 

h 

(4) /) = i/a»-^6», ' j; = arctang - , 

et ) si l'on désigne par ^ un nombre entier quelconque, on trouvera , pour des yalean 
positives de a j 

m 

(5) aH.ft^=r7 = pe(^*^*'^)''^=e'WH-(r:taM/=:r^ 



et y pour des valeurs négatives de a , 



Cela posé , il est dair qu'on vérifiera la formule (3) , si a est positif , en prenant 

(7) «+/8t/r:T = l(/)) + (r±aAT)»'^^, ' 



et) li a derient négatif , en prenant 



Il J a plus. On peut aisément s'assurer que la formule (7) ou (8) fournira tous les lo- 
piithmes Népériens de l'expression imaginaire a -*- b j/Hl . Car , en vertu du a.* 

****«ne du S i3, le module c* du premier membre de l'équation (3) devra se 
i el cinfHidre avec le module p de l'expression a -1- 6 /^t; . On aura donc 



e =/), asz\(p)', 



vautre part y si, en adoptant la valeur précédente de Uj on réduit k à zéro dans 
■ foimole (5) ou (6) , on tirera de cette formule , jointe à l'équation (3) , i .<> pour des 
odeurs positives de a 



J^-r^^ï^ 



P*t coiué({aeot 



(5— ?)»/_i_j^ fl — ?;=±a*»r, /S = r±3*», 



•* pour des valeon négatives de a 






par conséquent 



On prouvera de même que les valeurs de « -4- i9 /^^ propres à vérifier la formule (2), 
ou les logarithmes de a -+- 6 •^ relatifs au système dont la base est A , sont foof 
compris ^ pour des valeurs positives de a y dans la formule 

et , pour des râleurs négatives de a , dans la formule 

l(p)H-[r±(2A:-4-i);r]/r7 



( i56) 

Si Ton suppose en particulier a '^ b i/^I7 =z ± i ^ par conséquent ^ =: o , | = o ^ 

les formules (7) , (8), ou (9), (10) donneront pour les logarithmes Népériens de H- i, 

non seulement zéro , mais encore toutes les expressions imaginaires de la forme 
I 

(11) ±2i7ri/ir7, ou ±a A:7rZ» (c) • — 1 , 

et y poui* les logarithmes Népériens de — i 9 toutes les expressions imaginaires de la 
forme 

(la) ± (2 A: -I- i) TT i/ITT, ou ± (2 A: -1- i) îtL (c) 1/117 . 

Généralement , si a '^ b ^ — i se réduit à une quantité réelle a , on pourra ^ en vertu 
des formules (7), (8) , ou (9) , (10) considérer comme logarithmes de a ^ i.^ si a 
est positif, toutes les expressions comprises dans la formule 

(i3) 1 (a)± 2^ TT v/ITï , ou X (a)± 2 ^ TT X (c) ^^IIT-, 

2.^ Si a est négatif , toutes les expressions comprises dans la formule 

(i4) 1( — a) ± (2 ^ -I- i) TTk^lTÏ , ou L( — /z) ± (2 A TT -f-OLCc) i/ITi . 

Observons d'ailleurs qu'on peut obtenir toutes ces expressions , en ajoutant à l'une quel- 
conque d'entre elles, par exemple, lorsque a est positif au logarithme réel l(â) 
ou L^à) les diverses logarithmes imaginaires de l'unité. 

Lorsque, b n'étant pas nul, a est positif, l'un des logarithmes de a H- 6 |/ir7, 
savoir , celui qui correspond à une valeur nulle de k , est précisément 



(i5) \^^)'^l^f~^, ou X(/,) + r^(0/=T, 

suivant que l'on prend pour base le nombre e ou le nombre A . C'est ce logarithme 
que nous désignerons par la notation 

(16) l(tf-4-ô/ir7), ou X(tf-»-ft/=n;) 

dont nous ne ferons usage , qu'autant que la portion réelle de Texpresâôn imaginaire 
renfermée entre les parenthèses sera positive. Cela posé , en admettant que ^ et J^ 
soient déterminés par les formules (4) ^ on aura , pour des valeurs positives de a , 

t i(f) +?:•" = 1 («■*■* /^)» 
(«7) 5 



(«57) 
et, pour des valeurs négatives de a, 

(•8) { 

Par suite les divers logarithmes de l'expression a -f* 6 v^"^ se déduiront , pour des 
valeurs positives de a y de la formule 

('9) 1 (a-i-^v/3r7)±aA:7r/H7 , ou X(o -#- 6v/ — i )±aA:7rX(e)^'ir7 , 

et y pour des valeurs négatives de a , de la formule 

(ao) 1(— a^6v/ir7)±(aA-i-i)3r/Iir7, ou Z (^a^ôi/1I7±(2A -i-i);r /~ . 

L'inspection de ces diverses formules conduit immédiatement à la proposition suivante. 

1 ." Théorème. Une qiiarUité réelle ou une expression imaginaire quelconque a toujours 
une infinité de logarithmes imaginaires j dont Vun devient réelj lorsque l'expression donnée 
se réduit à une quantité posit^e. De plus , pour obtenir tous ces logarithmes , il suffit 
itajouter à Vun d* entre eux j les divers logarithmes de Vunité compris dans la formule 

± 1 ki: ^ — I , ou ± 2 A ;r Z (e) . ^/— i . 

Ajoutons ç|u'en vertu des formules (17) et de la formule (49) du § 19, on aura toujours, 
en désignant par n une expression imaginaire dont la partie réelle soit positive , 

(ai) ^ L{x) = \^^=\{x).L{e) , 

et 

Soient maintenant 

(a3) X = tf -♦. * i/— ; , y^a' -¥-6' v/Zr; , z = a" -♦• 6" •" , etc 

plusieurs expressions imaginaires dont les parties réelles 

tf > «S «" j 



(i58) 
soient positives. Si , en désignant par 






leurs modules , on pose 



l = arctang -, J" = arctang —, Jf' = arctang --7, , | 

(v A cZ 



on trouvera 



(a4) x = <,c^''-, :K = /e^'^- , z = /e^'''-, 

et par suite 

(25) xyz ^ff'f" ^^^•*'V*X!'-*--W~ ^ 

Si d'ailleurs l'arc 

r + r + r + 



est compns entre les limites — — *- — > la partie réelle du produit xyz sera 

positive , et l'équation {iS) entraînera les suivantes 

I {xyz...) = 1 {ff'f"-) ■*■ (r+r + r*-w~ , 

qu'on pourra encore écrire comme il suit: 

f Hxyz ) = l(x)-|.lCr) + !(*) + 

(26) \ 

i L{xyz ) =L{x)-t-Hj^) +L(z) -i- 

Pareillement si a étant positif , et ju désignant une quantité réelle quelconque , le 
prodtût fjL ^ reste compris entre les limites .^ _ -f- — , ]a première des équations 
(i3) donnera non seulement 



(^7) 



X = (tf -+- £> /~i ) =^ e , 



mais encore 

z(x'*)=z(p'')*Mr^(e)»/=r=M[/^WH-r^(e)l/~i], 
ou , ce qui revient au même y 

[ l(.r^)=Ml(0, 
(28) j 

Ainsi les formules (26), (28) qui sont généralement vraies, lorsque .r , j-, ::: désignent 
des quantités réelles positives , en vertu des propriétés fondamentales des logarithmes 
réels , ne peuvent pas être étendues , sans de notables restrictions , au cas où -r, j^ , 

z y deviennent imaginaires. Dans ce dernier cas , les formules {iG) subsisteront si , 

les valeurs de x, ^, z, étant déterminées par les formules (i3), et leurs parties 

réelles a^ a' y a" ^ étant positives la somme 

b b' b" 
(>.9) arctang — -♦- arctang -7 -♦- arctang -~j, -f- 



a a a 



reste comprise entre les limites — 1 — , et les formules (28) si , la quantité a 



étant positive le produit 



(3o) a aictanc — 

a 



reste compris entre les mêmes limites. 



(i6o) 



§21. Des séries imaginaires doubles ou multiples. 



Si Ton suppose que les quantités comprises dans le tableau n.*^ (i) du § 8 se chan* 
gent en autant d'expressions imaginaires , la série double , dont ces quantités étaient les 
différents termes, deviendra une série double imaginaire y dont le terme général sera 
représenté par 



Um > m' 



m y m* étant deux nombres entiers quelconques. Pareillement on peut imaginer une 
série imaginaire triple dont le terme général 



u 



/rt i m' f m' 



serait une fonction imaginaire des trois indices entiers m , m' , m" , et finalement une 
série imaginaire multiple dont le terme général serait une fonction imaginaire de m 
indices 



m , m' , w" , m"' , 



chacun de ces indices pouvant recevoir successivement les valeurs entières 



o , 1,2,3,4, 



Cela posé , nommons 5» la somme formée par l'addition d'un nombre fini ou même infini 
de termes de la série multiple , cette somme étant composée de manière qu'elle ren* 
ferme au moins tous les termes dans lesquels la somme des indices est inférieure à iz, 
et que jamais elle ne comprenne un terme correspondant à des indices donnés , sans 
renfermer en même tcms tous les termes qu'on en déduit en remplaçant ces même» 
indices ou quelques uns d'entre eux par des indices moindres. Si , toutes les fois que 
les deux conditions précédentes sont remplies, la somme 5„ converge pour des valeur^ 
croissantes de n vers une limite fixe s la série multiple sera dite convergente , eC= 
la limite en question s'appelera la somme de la série. 

Dans le cas contraire la série imaginaire multiple sera ilivergente , et n'aura plus 
somme. Si , dans le premier cas , on pose , 



A' = 5n -h r 



« ? 



(i6i) ^ 

rn sera le reste de la série imaginaire multiple , et ce reste , qui représentera ce qu^oti 
peut nommer la somme de tous les termes non compris dans ;„ , deviendra infiniment 
petit pour des valeurs infiniment grandes de n . En partant de ces définitions on prou-* 
vera sans peine que pour rendre les théorèmes îy!iy3y^y5à\i^S applicables aux 
séries imaginaires multiples , il suffit de substituer dans ces théorèmes les modules des 
différents termes à leurs valeurs numériques. Ainsi , en particulier , on pourra énoncer 
les propositions suivantes. 

i,^ Théorème. Lorsque les modules des divers termes d^une série imaginaire jaudtiple 
forment une série réelle convergente , la série imaginaire est elle-même convergente, 

2.® Théorème. Supposons que , pour un module de la variable n inférieur à c , 
la fonction y de x soit développable en une première série convergente ordonnée 
suivant les puissances entières et positives de x y et que pour un module de la variable 
y inférieur à c' , la fonction z de y soit développable en une série convergente 
ordonnée suivant les puissances entières et positives de y , z sera développable en une 
nouvelle série convergente ordonnée suivant les puissances entières et positives de x , 
toutes les fois que le module de x , étant inférieur à c , produira pour les termes 
de la première série des modules dont la somme sera inférieure à c* . 

Pour montrer une application du 2.*°® théorème , supposons que , la valeur de .r 
étant imaginaire, on prenne 

(i) y^x -I- etc 

2 O 



Comme les séries comprises dans les seconds membres des formules (i) et (2) seront 
convergentes , la première pour tout module de la variable x inférieur à l'unité y la 
seconde pour toute valeur imaginaire et finie de la variable y , on tirera de ces for- 
mules, en attribuant à x un module r < 1 , 

(X* x^ \ u> /, X* x^ \* 

Or y en vertu du 2.™*' théorème , le second membre de la formule (3) devra se réduire 
pour ju < I y à la somme d'une série convergente ordonnée suivant les puissances 
entières et positives de x. D'ailleurs , ce second membre coïncidant pour des valeurs 
réelles de x , avec le second membre de la formule (4) du § 11, se transformera , 



(i6a) 

par cette réduction , en celui que présente la fonmule (7) du même paragraphe. On aun 
donc , pour r < i , 

,-^1*^-. ^v,. ■ m(m — _ . m(m — »)(M--a) , 

I — a 1 — 2—3 



En d'autres termes , tant que le module de x restera inCénenr à runité , la fonction 
y déterminée par la formule (i) Térifiera l'équation 

I— a I — a — 3 



Si Ton suppose en particulier ^ = i , la fonnule (4) donnera simplement 



(j) «y = I -»- X. 



5 aa. Développements des fractions 1 (i-»-x) , Z ( i -»- x) , ( i -t-x) 
/fâ;/t5 /e câ5 ou la variable x devient imaginaire. 



Concevons que Ton attribue à la yaiiable x une valeur imaginaire et de la forme 

(i) x = re =''( cos f -i- /— i sin / ) , 

r désignant un module positif et t un arc réel. Si l'on fait , pour abréger ^ 

r un t 

il) 5 = arctane , 

' ° I H- r cos f ' 

et , si Ton désigne par /k une quantité léelle ^ on trouvera , pour toutes les valeurs 



(i63) 

positives de i -»- r cos t , par conséquent pour toutes les valeurs du module /i com- 
prises entre les limites o, i , 

(3) V i-»-x=(i-»-2r cos t -»- r»J» e , 

(4) 1 ( I -»- x) = — 1 ( I -»- 2 r cos £ -4- r») -»- 5 \^^ , 

I u 

fJk — M^/— I iLtl(i-*-x). 

(5) (ih-j:)» =(i -4- 2 r cos / -♦• r»)^ c =e 

D'autre part , en supposant la variable x réelle et comprise entre les limites -i— i^ h-i, 
nous avons trouvé 

(6) l(iH-a:) = T— — ■»""ô- — e*c 

2 a 



^7) ( IH- X)'^ = I -h UX -4- ^-^ ' X» -H -î— i^- ^-^V ^ '^^ -*- etc. 

' 1.2 I .2.3 



J'ajoute maintenant que les formules (6) , (7) subsistent encore pour des valeurs ima- 
ginaires de X j lorsque le module r est inférieur à l'unité. C'est ce que Ton dé- 
^nontrera sans peine en opérant comme il suit. 

Concevons que , la variable x étant imaginaire , et son module inférieur h l'unité , 
«n pose 

rt x^ x^ 

(Ô) ^ = X— — -Hy— etC -, 



ce qui est permis , puisqu' alors la série comprise dans le second membre de la formule 
(8) est convergente. La formule (8) entraînera l'équation 

(9) CJ' = I -H x , 

( voyez le § précédent ). Donc y sera l'un des logaiithmes imaginaires et Népériens 
de I -»-x. En d'autre termes , on aura 

^=l(i -i-j:)±2^;r /ni , 

3r* x^ 
(10) l(i-«-ar)=yqFa*;r •— î = x — -1- -=- — etc. q: 2 A: tt /—i , 

2 o 



(«64) 
k désignant uo nombre entier , par conséquent 



:■•) 



I u* H 

— l^iH-arcotl '^r^^^r co$ t — — cos2£ -♦•-;r-cos3£— etc.. 

a ' 3 3 



et 



(ta) 5=arctang 



rsinf 



i-f-ar cos£-f-/* 



=rsin<— — sinat -»--^ sinS t-— etc. z^^kir 
3 3 



On tire d'ailleurs de la formule (12) 



(i3) ±A= <|rsinf — — sin2£-i- -r-sin 3£— .... 1 — arctans > , 

27r J\ 3 3 / ° i-i-2rcos£-i-r*| ' 



et comme , en vertu du théorème 7.' (§ 6) , la somme 



r sin £ — — sin 2 £ -+• -x- sin 3 £ — etc.. 
3 3. 



sera , pour des valeurs de r comprises entre o et i , fonction continue de chacune 
des varial^les r et t ^ il est clair qu'on pourra en dire autant du second memhre 
de Téquation (i3). Donc ce second membre variera par degrés insensibles avec r et 
t , entre les limites r = o, r=i, £ = — oc, f = Qc. Cette condition ne pourrait 
(■tre remplie si , r et t venant à varier par degrés insensibles, la quantité entière 
± k cl langeait brusquement de valeur. Donc , pour toutes les valeurs de r et t 
comprises entre les limites dont il s'agit , ±k conservera une valeur constante égale à 
celle que fournit l'équation (13) pour r =0 , c'est-à-dire une valeur nulle, et les formules 
(10) , (13) devront être réduites , la première à la formule (6) , la seconde à la suivante 



(i4) 



r sin £ r» . '^ . o 

arctane = r sin t — — sm 3 £ -h -r- sin 3 £ — etc... 

" i-#-3rcos£-»-r* 3 3 



TT 



Si Ton suppose en particulier £ = - , l'équation (i4) donnera 

,0 



(i5) 



arctang r = r — — -t--^^ etc. 



— r , on CD coDchua , ca caiTUit x a« fie» de s r « ^me rè<|iMilà«i 

(16) Mctaag X = X ■ ^ — *^ etc^^ 

subsiste pour tontes les ralcios récDes de x oompràes eniK les luntes 



=s — I , X =s I . 



Si l'oQ prend x = 1 « on aura jurctan^ (T, = j , et par conse^fueiit 

4 



(«7) 



= 4|*'"*^"»"~"»" ""•• ••• 1 = 5? i4»59*&5 ..•- 



On titmTen encore , en attribuant à x une valeur imaginaire dont le ummIuIc soit 
inférieur à l'unité y 

(18) i:.(i-Hx) = l{iH-x).i:(r)==fx — — -H— — etc,---jL(^>. 

Obserrons maintenant que, la yariaUe x étant toujours positive et son module in« 
férieur à l'unité, la formule (8) entraine non seulement Téquation (9) mais encove ctUe^i 

(19) c*^^ =i-»-MJ^-»-^-^-^- 'X^ -^ ^-^ ^-^^-5 ^^-t^ -•• etc 

( fi désignant une quantité positive quelconque). On aura donc encore 



1—3 I — a«^3 



ou , ce qui revient au même , 



(l •♦• x) =1 -H/XX-H î-^^- ^X* -^^-^ ^-i— r ^x'-^-etC, 

1—2 I— -a — 3 



Donc la formule (6) continue de subsister, dans le cas où x, étant imaginaire, offire 
un module r < i . Alors en égalant entre elles , dans les deux membres de la formule, 



^ .« 



(i66) 

t •« les parties réelles | %/* ks quantités qui sont multipliées par /TT , on obtient les 
deux équations 

— fxiyL^— I ) 
(i-»-2rcosi-f-r*)* cos/A5 = i-*-f*rcos«-i ^r^costif— etc. , 

(20) 

M 
(i-#-arcos£-i-r*)* sinui=ttrsin< -»- ■ -^ T^sinie -f- etc. 

I —3 

Si dans ces dernières jointes à la formule (2) on pose f = — on trouvera 

5 = arctang r , 

I I 

r = tang 5 , ( i -♦• 2 r cos t -f-r»)» =(i -f-r*)» =séc5 = , 

^^ cos s 

et par suite 

(/x(iLt— 1)^ ;x(pt_l)(^— 2)(^t— 3) \ U 

I— ^^ < tang»j-H ^ ^\l„3,llx ^tang^i— etc.jcos'^5, 

(21) 

(/X(/X— l)(/X — 2)^ \ M 

/A tang 5 — — i • tang' 5 -♦• etc Icos 5; 

ou , ce qui revient au même , 

C0SJU5S: fi —(/ut)» tang^^ -1- (M)4tang4 s -^ etc "] cos^ 5, 



(22) 



M, 

sin /X5 =: [/x tang s -«>- (jtA)3 tang' 5 -»- etc. ] cos 5 



puis on en conclura 

(23) tang M 5 = ^ "^"g ^ ~ <^^ ^ '^°«' ^ "^ ^^ 

^ ' ^'^ I — (/^). tang» ^-1- 0^)4 tang**— etc 

Comme d'aiUeurs les équations (22) , (23) ne changent pas de forme quand on y rem- 
place 5 par — - ^ y il est clair qu'elles subsistent ^ quelle que soit la quantité fx , 
pour toutes les valeurs de s comprises entre les limites 

(24) 5 = — arctang (i) = — — , s =r arctang (1) = — . 

4 4 

Lorsque l'exposant fjL se réduit à un nombre entier m y les équations (22) , (l3) se 
réduisent aux é(|uatlons (2) et (3) du § 16 , et peuvent alors être étendues à des valeurs 
quelconques de l'arc $ , 



